Hochschule RheinMain Einfithrung Finanzmathematik
Prof. Dr. D. Lehmann WS 2025/26

week8: Kapitel 6: Das zeitdiskrete Black-Scholes Modell

Es sei S, der Preis eines liquide handelbaren Assets zur Zeit t;. Die Returns ret, waren
definiert durch

Stk B Stk 1
ret,, = ———— (1)
* Stk71
so dass wir auch schreiben konnen
Stk = Stk—l (1 + rettk) (2)

Aus Gleichung (2) folgt dann durch wiederholte Anwendung oder durch Induktion die Formel

N

StN = Sto kl:[l( 1+ I'ettk) (3)

Durch Angabe der Returns {ret, }2_, sind also die Asset-Preise {S; }2, eindeutig

festgelegt. Wir wollen zundchst mal ein bischen Gefiihl fiir die Returns von typischen Fi-

nanzzeitreihen bekommen und erinnern uns an das 10. Ubungsblatt (oder auch schon an das
neunte) aus der Excel/VBA-Vorlesung:

https://hsrm-mathematik.de/WS2425/ExcelVBA/uebl0.pdf
https://hsrm-mathematik.de/WS2425/ExcelVBA/Loesungl0.x1lsm

Wir hatten die tdglichen Returns (1) und Mittelwert und Standardabweichung der téglichen
Returns gegeben durch

LN
frot = NZrettk (4)
k=1
N
s _ 1

ret

(rettk — HMret )2 <5)

I

berechnet und uns dann standardisierte oder normierte Returns gegeben durch

ret;, — Uy
normret;, = —rty — Pret (6)

Oret
angeschaut. Wir hatten ein Histogramm der standardisierten Returns gemacht und es so
skaliert, dass die Flache unter dem Histogramm gleich 1 ist. Dann hatten wir zum Vergleich
die Dichte der Standard-Normalverteilung

N

olr) = Ao T (7)


https://hsrm-mathematik.de/WS2425/ExcelVBA/ueb10.pdf
https://hsrm-mathematik.de/WS2425/ExcelVBA/Loesung10.xlsm

in dasselbe Histogramm geplottet. Dann stellt man fest, dass die beiden Sachen nicht zu
verschieden sind. Deshalb machen wir jetzt die folgende Annahme:

rety, — Uy .
normret;, = T = Mt ¢r  standard — normalverteilt (8)

Oret

oder

rettk = [ret + Oret ¢k <9)

mit reellen Konstanten g und o, und unabhangigen, standard-normalverteilten Zufalls-
zahlen {¢;}2_, . Wieder durch eine reine Datenanalyse hatten wir dann das folgende
Skalierungs-Verhalten festgestellt:

Hret  ~~ At

Oret ™~ 'V At

so dass man etwa schreiben kann

Hret = MAt (10)
Ot = OVAL (11)
mit neuen Konstanten p und o. Setzen wir (10,11) in (9) ein und Gleichung (9) dann in

Gleichung (2), erhalten wir das zeitdiskrete Black-Scholes Modell, gegeben durch folgende
Gleichung (12):

Definition 6.1: Eine Preisdynamik gegeben durch

St = Sy (1 + pAt + o VALGy,) (12)

mit reellen Konstanten p und ¢ und unabhangigen, standard-normalverteilten Zufallszahlen
{1}, wird als das zeitdiskrete Black-Scholes Modell bezeichnet. Der Parameter p heisst
auch Drift-Parameter und das o wird als Volatilitat oder auch Diffusionsparameter bezeichnet.

In der restlichen Veranstaltung heute wollen wir jetzt noch das Skalierungverhalten (11),
die Standardabweichungen sind proportional zu v/At und nicht zu At, mathematisch etwas
plausibilisieren, also nicht durch eine Datenanalyse. Wir starten mit Gleichung (3) mit den
Returns fiir das zeitdiskrete Black-Scholes Modell:

N
Sty = St kl:[1(1 + rety, )

= S fvl(l + pAt + o VAL g

k=1

= Sy exp{ log[kljyll(l + pAt + U\/thbk)} }

= S exp{Zlog[l—l—uAt—l—a@@] } (13)

k=1



Wir machen eine Taylor-Entwicklung 2. Ordnung fiir f(x) := log[l + z] mit x = pAt +
o VAt ¢. Mit der allgemeinen Formel

f@) = JO) + fO)x + 5007 + O

bekommen wir dann

1 -1

1
log[1 = log[l] + —— = 2 5
og[l + ] og[]+1+0x+2(1+0>2x + O(z”)
22
:x—?—i-O(x?’)

Also, wenn wir Terme der Gréssenordung O(At?/2) ignorieren,

(n At + o VAL §;)?
2

log[ 14+ pAt + o VALG,] ~ pAt + o VAL, —
2
~ pAt+ o VAL, — %Ami (14)

Die Approximation (14) setzen wir in (13) ein und bekommen die Darstellung

N 2
Sty ~ S exp{Z[MAt—i— oVAL¢, — %Atgbi} }
k=1
Sto exp{ uNAt + o VAt Zgﬂ br — %ZAthCVZI 0% } (15)

Durch diese Darstellung wird nahegelegt, die folgenden Grossen einzufiihren, etwa fiir be-
liebiges k € {1,2,--- , N}

k
v, = VALY ¢ (16)
=1
k]
L, = AtZ@Q‘ (17)
j=1

Dann bekommen wir die folgenden Varianzen:

Viz, ] = (VA Y Vig;] = At 1 = kAt =t (18)

VIL] = (A ) V[l = (A’ > (3-1) = 2k(At)> = 24, At — 0 (19)

Und wegen E[I;, | = kAt = t;, sieht die Darstellung (15) dann so aus:

0.2
StN = Sto exp{ ,UtN + O Xy — EItN }

O'2tN
~ Sy, expy ptn + oxy, — 5 (20)



Wenn wir nun in Gleichung (11) geschrieben hétten o, = oAt oder etwas allgemeiner
Ot = 0o At°Y

mit einem a > 1/2, dann wiirde in Gleichung (18) die Varianz der z;, nach 0 konvergieren, so
dass dann auch die Grossen z;, im Limes At — 0 deterministisch werden wiirden, genauer,
nach 0 konvergieren wiirden. Das heisst also, fiir kleine At wiirde der Preisprozess {S;, }i,
dann vollig deterministisch werden, da wére nichts mehr stochastisch und das macht dann
natiirlich keinen Sinn mehr.

Definition 6.2: Es seien {¢;}Y , unabhiingige, standard-normalverteilte Zufallszahlen.
Dann heisst die Kombination von Zufallszahlen (16),

k
xy, = VAt Zgb]
j=1

eine Brownsche Bewegung und der Preisprozess (20),

U2tk
S, = Si, expy ptp + oz, — 5

wird auch als geometrische Brownsche Bewegung oder als das Black-Scholes Modell bezeich-
net.



