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week13: Kapitel 3.3: Die Hamilton-Jakobi-Gleichung, Teil2

(dieses Material ist nicht mehr klausurrelevant)

Die Hamilton-Jakobi-Gleichung war durch das folgende Theorem 3.3.1 gegeben. Wir hatten
sie letztes Mal im week12.pdf schon konkret am Beispiel 1, das war die Bewegung einer
Punktmasse im Schwerefeld der Erde, iiberpriift. Jetzt wollen wir einen allgemeinen Beweis
angeben.

Theorem 3.3.1 (Hamilton-Jacobi-Gleichung): Es sei

L = L<Q7q> = L(Q17”'7Qf7q17”'7Qf> : RQf - R (1)

eine beliebige Funktion. Es sei ¢ < +o0o eine vorgegebene Zeit und (gs, ¢s)o<s<: sei eine
Losung der Euler-Lagrange-Gleichungen

d oL _ oL _ _
G " og = 0 Vi=l-f (2)

auf dem Intervall [0,¢] zu den Anfangsbedingungen
(¢s=0,ds=0) = (qo,4o) (3)

Wir setzen diese Losung in die Lagrange-Funktion ein und definieren das Wirkungsintegral

= [V L(gs,ds) ds =t S(qo, o, 1) (4)

was zunachst mal eine Funktion der Anfangsbedingungen und des Zeithorizonts ¢ ist. Wir
losen die Gleichung

@ = q(qo, Qo) (5)

nach den ¢y auf,
G = Go(qo;q) (6)
und bekommen dann das Wirkungsintegral (4) als Funktion von ¢, ¢; und ¢:
S(Q07qt7t) = 5'(q07 (10((]07%)7 t) (7)

Mit der Hamilton-Funktion

H = Z] it — L(a, d(a,pe)) = Hlq,pr) (8)



und den verallgemeinerten Impulsen p;, = g—; gilt dann:
J

Vth = Pt (9)
und
H(q,VS(qo,a,t)) + % (q0,qi,t) = 0 (10)

Die Identitat (10) wird als die Hamilton-Jacobi-Gleichung bezeichnet.

Bevor wir einen allgemeinen Beweis der Hamilton-Jacobi-Gleichung angeben, wollen wir noch
die folgende Folgerung festhalten.

Folgerung: Die Lagrange Funktion L = L(q, ) hdnge nicht explizit von der Zeit ab. Dann
ist das H eine Konstante der Bewegung und wir konnen schreiben

%_f<Qant7t) = —-H = -F (11)
und damit

S(q0,q,t) = —Et + W(q,q) (12)

mit einer Funktion W = W (qo, ¢;), die nicht explizit von der Zeit abhéngt. Fiir das W muss
dann gelten (wir setzen das S aus (12) in die Hamilton-Jacobi-Gleichung (10) ein):

H(qtaVQtW(QOaQt)) = E . (13)

Beweis Theorem 3.3.1: Mit

S = fg L(gs,ds) ds =: S(qo,do,t) = S(qo,qst) (14)
bekommen wir
L = Llgnd) = %500 at) = Z] 1 3g, tht + % (15)
Nehmen wir an, wir haben die Identitat (9)
VoS = p

schon gezeigt. Dann folgt aus (15)

Lland) = Sl iped + & (16)



oder

& = Llad) — Xl ipud = —H (17)

und das ist genau die Hamilton-Jacobi-Gleichung, also miissen wir nur noch die Identitat
(9) zeigen: Nach Definition der partiellen Ableitung ist mit e; = (0,---,1,---,0), der j-te
Standardbasisvektor,

oS S(QO;Qt‘i‘Aqejat)_S(QOaQtﬂf)

,q,t) = lim
qu’t (qo U ) Aqg—0 Aq

Wir brauchen etwas Notation: Es sei

{QS }Ogsgt = {qgt’Qt) }Ogsgt

der extremale Pfad, der zur Berechnung von S(qo, g;,t) verwendet werden muss. Fiir diesen
Pfad gilt also

éi(f)t) do
qgtz’?) = Gt

und

d oL _ 0L — O
ds 3(11‘,3 BQi,s

fir alle s € [0,¢]. Zur Berechnung von S(qo, ¢: + Age;,t) brauchen wir einen neuen Pfad

{ qgt’qﬁAq) Yo<s<t

der soll ja in derselben Zeit bei gleichem Startpunkt einen anderen Zielpunkt erreichen,
namlich

»qt +Aq)

(t

qS:O — QO

tatA

gt — g 4 Age;

Das geht nur dadurch, dass wir andere Anfangsgeschwindigkeiten wahlen. Der neue Pfad
muss dann ebenfalls eine Losung der Euler-Lagrange-Gleichung sein. Wir haben dann

A]S = S( qo, qt + Aqej7 t) - S(q07Qt7t>
24t A . Zqt A Zqt . sqt
_ LiL(qgtq+ q)’qs(thr q)) ds — ftZL(qgtq)’ qs(tq)> ds

ftt [L(qgt,thrAq) , qs(t,quAq) ) _ L(qgt,%) : q-s(t,qt) ) } ds

0
Wir definieren den Pfad

Ag (t,qt+Aq)

7]3 = qs (t,(]t)

_qs



mit

A t,qi+A t,

Moo = Q(()H q)—Q(()qt) = g —q = 0

A tge+A t,

phe = et _ el g Nge; — g = Age;

Dann konnen wir schreiben

L( qgtvthrAq) : q's(tthrAq) ) _ L(qgtﬂt) 7 qs(tvfh) )

. A ¢ . - A
= ;{%(Q&QS)T’LS{] + %(Q&QS) ni,sq} + O[(Aq)ﬂ

wobei das ¢, in dem ag,L und dem 8‘3—]_: el q§ ) ist. Damit bekommen wir bis auf Terme von

der Grossenordnung O[(Aq)ﬂ :

f
t . A . . A
A]’S = ; L/;O { %(Qw qS) ni,sq + %(qs’ qs) 77’575(1 } ds

f s=t
t . . A . A
= X fto{—qus (G5 Gs) s — o (q57qs)m-,sq} ds + > T L O
= i— =
i i
t ) ) vA
= Z:Zl to { g_ql;(qu QS) - %g_q[;((ha QS) } nsAq ds —+ Z:z:l a%ft <Qt7 Qt) Th',tq

= 0 + ZE(and) Mg

= 0 + pjulg
Also,
05 _ oy, NS oy, peBet OlAer]
gy A0 Ag Agso Aq = Djt

und das Theorem ist bewiesen. W

Die Hamilton-Jacobi-Gleichung ist eher von theoretischem Interesse, mit ihr lasst sich viel-
leicht am einfachsten der Ubergang von der Quantenmechanik zur klassischen Mechanik
verstehen, das kénnen wir uns noch etwas genauer auf dem neuen Ubungsblatt 13 an-
schauen. Zum Losen von konkreten Problemen ist die Hamilton-Jacobi-Gleichung eher
weniger geeignet.



