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week12: Kapitel 3.3: Die Hamilton-Jakobi-Gleichung, Teill

(dieses Material ist nicht mehr klausurrelevant)

Das klassische Wirkungsintegral

Das klassische Wirkungsintegral oder einfach die klassische Wirkung (klassisch meint hier
nicht quantenmechanisch, in der QM wird diese Grosse ebenfalls diskutiert) ist gegeben durch

S = J! Lig.d.) ds (1)

wobei das L = L(q,q;) die Lagrange-Funktion eines mechanischen Systems ist und das
¢ = (q1t, - ,qrs) eine Losung der Euler-Lagrange-Gleichung ist,

Schauen wir uns zunéchst ein Beispiel an (ein Beispiel 2 gibt es auf dem neuen U-Blatt 12):

Beispiel 1: Bewegung im Schwerefeld der Erde: Die Bewegungsgleichung ist

) T 0
mr = m|4g = 0 (3)
Z —mg
oder
= —gé, (4)

mit €, = (0,0,1) und den Anfangsbedingungen, sagen wir,

Ti=0 = Xo
Ti=0 — Vo (5)
Wir bekommen
T = Uy — gté,
Ty = o + vpl — 5 €z ( )

Die Lagrange-Funktion ist gegeben durch

52
Ty — Mgz

L(ft7.l;"t) —

SIE

= 2[G — gte.]> — mg [T + Gt — L e ], (7)
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oder
L(#, &) /m = {32 - 2gtve. + ¢*1*} — g{z + vt — 2} (8)
Also,
Sim = [u _oL(gs,ds)/m ds
= i@t — gt + @5} — gt +v. L — gL}

T2t — gt?vy. — gtz + g % (9)

l\')lH

Offensichtlich hangt das .S ab von den Anfangsbedingungen &y und ¢y und dem betrachteten
Zeithorizont ¢, das wird immer so sein. Jetzt wollen wir das ¥ aus (9) entfernen und dafiir
den Endpunkt ¥, gegeben durch Gleichung (6) in das S reinschreiben. Also wir wollen die
Gleichung (6)

— — /= — — — gt2 —
Ty = Ty(To,0) = Lo + vot — &€,
nach v auflosen,
g — —
. I Ty — Ty + €, Ty — To gt _
Vo = U()(I(),(L’t,t) = / = T + 562 (10)

und das dann in das S einsetzen, dann bekommen wir eine Funktion, die nur noch vom
Startpunkt Zy, vom Endpunkt #; der tatsichlich durchlaufenden Bahnkurve {Z;}o<s<; und
dem Zeithorizont ¢t abhangt:

o s o oL 2,3
S/m = S(Zo, Ty, t)/m = %[vo(xo,xt,t)]Q — gt? [0o(Zo, Ty, t)]. — gtzo + % (11)

oder, wenn wir das vy(Z, 7t,t) aus Gleichung (10) konkret einsetzen,

S(Zo, Ty t)fm = L[TgE 4 g ]? g2 [Td g s ] g 4 28
— @B Lot )+ L8 ogi(z—z) — LE — gtn + L8
= O5PE - S(aa) P - B - gt + U
R = = (12)
Also,
S(@o, @t) = 3{ EGEE — gt (st 20) — GF (13)

Hamilton-Jacobi-Gleichung

Kehren wir zum allgemeinen Setting zuriick gegeben durch (1) und (2). Die Hamilton-
Funktion ist



H = Y, 24 L (14)

Das ist zunéchst mal, genauso wie das L = L(qy,¢;), ebenfalls eine Funktion von ¢, und ¢;.
Im Kapitel 3.1 hatten wir gesehen, dass die natiirlichen Variablen fiir die Hamilton-Funktion
die g;; und die verallgemeinerten Impulse

Pjx = g—qu (15)

sind, die ¢;; kann man, zumindest im Prinzip, aus den Gleichungen (15) als Funktion der ¢;;
und p;, schreiben und dann in das H einsetzen, wir haben dann also

H = Zj'c:lpj,t%',t - L(th(QhPt)) = H(q.p) (16)

Berechnen wir eben die Hamilton-Funktion fiir das Beispiel 1:

Beispiel 1, Hamilton-Funktion: Mit

2

L(ft,ft) = %ft — mgz = %[513? + yt2 + Zt2] — Mgz (17)
bekommen wir
Dot = My
Pyt = My (18)
Pzt = mz
und
=2
H(Zy,py) = 5=+ mgzy = 5= [p2, + 05 + 02, + mgz (19)

Die Hamilton-Jakobi-Gleichung ist dann durch das folgende Theorem gegeben:

Theorem 3.3.1 (Hamilton-Jacobi-Gleichung): Es sei
L = L(QaQ) = L(Qla 7Qf7q17”' 7qf) : RQf — R (20)

eine beliebige Funktion. Es sei ¢ < +o0o eine vorgegebene Zeit und (gs, §s)o<s<: sei eine
Losung der Euler-Lagrange-Gleichungen

d 0L oL __ A

auf dem Intervall [0,¢] zu den Anfangsbedingungen
(¢s=0,4s=0) = (o, o) (22)
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Wir setzen diese Losung in die Lagrange-Funktion ein und definieren das Wirkungsintegral

S = [iL(gsds) ds = S(qo,do,t)

was zunachst mal eine Funktion der Anfangsbedingungen und des Zeithorizonts ¢ ist.

l6sen die Gleichung

gy = qt<q0a QO)

nach den ¢y auf,

do = do(qo,q)

und bekommen dann das Wirkungsintegral (23) als Funktion von ¢g, ¢; und ¢:
S(qo, qi,t) = S(qu do(qo, ), t)
Mit der Hamilton-Funktion
H = Zj;l Pitdie — L@, d(a.p)) = Hlq,pe)
und den verallgemeinerten Impulsen p;; = %j gilt dann:
VS =
und
H(q, VS, at)) + L(qo,q:t) = 0

Die Identitat (29) wird als die Hamilton-Jacobi-Gleichung bezeichnet.
Uberpriifen wir die Identitéiten (28) und (29) zunichst mal fiir unser Beispiel 1:

Beispiel 1, Hamilton-Jacobi-Gleichung: Das S war gegeben durch (13),
St nt) = 3 { B2 — gt (a+20) — 5
und die Hamilton-Funktion hatten wir in (19) berechnet,

N o =2
H(Ty,py) = 55 4+ mgz = 5= [p2, + iy + 024 + mgz

Wir bekommen

98 z—x0
Ozt t Ty — o
. _ 0S8 _ Yt—Yo _ m _
VS = o = m n = I Yo = Yo
29 z-z _ gt 27— 29 — &
0zt t 2 2

(23)

Wir

(27)

(28)

(29)



oder

ViS = {7 - 5e} (31)
Wegen (6),
Ty = Ty + Uot — G-E
ft = Uy — gte;
ist
F—dy — e = Gt - gite
= t[ty — gte.] = ta, (32)
und damit
ViS = 27— - Le} = mi, = p (33)

Die Identitat (28) ist also erfiillt. Die partielle Ableitung von S nach ¢ ist gegeben durch

= = m T —& 2 243
%(Io,l},t) = % 5{ % — gt (Zt +ZO) - % }
2 2.\2 242
— 2 { -G (st z) - ZF ] (34)

Wir miissen zeigen, dass das gleich —H ist. Insbesondere ist das also zeitlich konstant, was
auf den ersten Blick natiirlich nicht so aussieht. Wir haben

=2
H(Z,py) = 2= + mgz

2m

= = (Vz9)? + mgz

2

= ml@EZR) gz —2) + C5 ) + mgz
T — )2 2,2
= %{—(tﬂo) —f-g(Zt‘f‘ZO)"'%}
- - aa_f(x(bl‘ht) (35>
also tatsachlich
H(ftv VftS(fo,ft,t)) + %(507515,25) =0 (36)

Den allgemeinen Beweis der Hamilton-Jacobi-Gleichung konnen wir uns dann nachste Woche
anschauen.



