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week10: Kapitel 3.1: Die Hamilton-Funktion und die
Hamiltonschen Gleichungen

Essei L:R* - R,

L = L((h(t)?"'Jqf(t)v%(t)?'”Jqf(t)) = L(q(t)’q(t)) <1)

die Lagrange-Funktion eines mechanischen Systems. Im 2. Kapitel haben wir gesehen, dass
die Dynamik des Systems beschrieben wird durch die Euler-Lagrange-Gleichungen

- = =0 Yj=1,---,f. (2)

Die Euler-Lagrange-Gleichungen sind ein System von f Differentialgleichungen 2. Ordnung
fir die f Funktionen ¢;(t),---,qs(t). Man kann sie umschreiben zu einem System von 2f
Differentialgleichungen erster Ordnung. Das geht mit Hilfe des Hamilton-Formalismus. Wir
beginnen mit der folgenden

Definition 3.1.1: Die Grossen

oL

pj = a4, (3)

heissen die verallgemeinerten Impulse des Systems.

Beispiel 1) Wir betrachten ein N-Teilchensystem in kartesischen Koordinaten mit Lagrange-
Funktion

N
L = L&, @, &1, 0n) = Y 23 — V(#,-- &) (4)
=1

Dann sind die verallgemeinerten Impulse gegeben durch

pi = ViL = m, z; (5)
und stimmen mit den iiblichen Impulsen tiberein.
Beispiel 2) Wir betrachten die kréftefreie Bewegung eines Teilchens in der (z,y)-Ebene in
Polarkoordinaten z = r cos ¢, y = rsin . Die Lagrange-Funktionist L=T-V =T-0=T

mit der kinetischen Energie, das hatten wir auf dem 3. Ubungsblatt gemacht,

T o= B+ ©)



Wir erhalten also die folgenden verallgemeinerten Impulse:

by = g_{; = mTQQb (8)

Wir machen mit den Beispielen dann spater weiter. W

Mit der Definition 3.1.1 kénnen wir die Euler-Lagrange-Gleichungen dann auch folgender-
massen schreiben:

SR % Def:3.1.1 ia_[/ Eulerfggrange a_L (9)
bi dt dt dg; dq;

Wir wollen jetzt folgendes machen: Wir mochten L, oder eine geeignete Transformation
davon (das wird dann die Hamilton-Funktion H sein), als Funktion von den ¢, -, ¢; und
den py,---ps (anstatt der ¢i,--- ,¢s) auffassen, und dann ein DGL-System erster Ordnung
herleiten, fiir die 2f Funktionen ¢,---,qf und pi,---py . f Gleichungen erster Ordnung
haben wir schon gefunden, das sind die Gleichungen (9). Wir brauchen noch einen zweiten Set
von f Gleichungen. Dazu schreiben wir uns noch einmal die Definition der verallgemeinerten
Impulse hin,

oL
= = ce e G 10
Dj aq] (q17 45,41, ) C]f) ( )
Wir wollen jetzt also die

q = ((ha;Qf)
= (pla"' 7pf)

als die unabhangigen Variablen oder als unabhéangige Funktionen auffassen und miissen dann
also die

q = (Ch,"' aqf>

durch die ¢ und p ausdriicken. Das konnten wir einfach dadurch machen, dass wir die f
Gleichungen (10) nach den ¢y, - - - , ¢y auflosen,

ql = ql(qlv"'7Qf7p17"'7pf) = ql(qvp)

(11)

Qf - Qf(q17 ydfyP1y 7pf) = Qf(qvp)

Es ist natiirlich nicht klar, ob man das immer explizit mit konkreten analytischen Formeln
wird machen konnen, im allgemeinen nicht, aber man braucht hier nur, dass das im Prinzip
moglich ware, ohne da jetzt eine explizite Formel zu haben. Bei den beiden Beispielen von
oben konnen wir das mit expliziten analytischen Formeln machen, fiir Beispiel 1 bekommen
wir

7 = I (12)
und fiir Beispiel 2 ergibt sich
e 13)
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Bei Gleichung (14) konnen wir sehen, dass die ¢; nicht nur von den p; abhéngen, sondern
durchaus auch von den ¢; abhidngen konnen, da ist ja ein 72 im Nenner und das r wére ja ein
q; oder ein g vielleicht.

Die Gleichungen (9) und (11), schreiben wir sie hier nochmal hin,

p; = g—f (q , 4(q,p) ) Euler-Lagrange-Gleichungen (15)
J
¢4 = 4qi(qg,p) Auflésen von (10) nach ¢ (16)

sind dann ein System von 2f Differentialgleichungen erster Ordnung fiir die 2f Funktionen
¢, -+ ,qf und py,--- ,py. Es gilt nun das folgende

Theorem 3.1.2: a) Gegeben sei eine Lagrange-Funktion (1) und die ¢y, ..., gy seinen Lo-
sungen der Euler-Lagrange-Gleichungen (2). Wir definieren die verallgemeinerten Impulse
P1, ..., py durch (3) und fassen die ¢; als Funktionen der (gx,px) auf. Schliesslich definieren
wir eine Hamilton-Funktion' H = H(q,p) durch

/
H = H(q,p) = ijdj(q,p) — L(q.d(q,p)) (17)

Dann erfiillen die (g;, p;) die Hamiltonschen Gleichungen,

OH

- - 18

q] apj ( )
OH

), = o - 19

b) Gegeben sei eine Hamilton-Funktion H = H(q,...,qy,p1,...,ps) und die (g;,p;) seien
Losungen der Hamiltonschen Gleichungen (18,19). Uber die Gleichung (18) kénnen wir die
p; als Funktion der (g;, ¢;) auffasen. Wir definieren zu gegebenen H eine Lagrange-Funktion
L = L(q,q) durch

/
L(q,q) = ij(q,c.i)% — H(q,p(q,d))

Dann gilt
0L

und die g; sind Losungen der Euler-Lagrange-Gleichungen

Beweis: a) Es gelte das System (15,16). Wir betrachten ¢ und p als die unabhéngigen
Variablen. Ein diq bedeutet, dass nach samtlichen ¢’s abgeleitet wird, die in der Formel

!das ist dieselbe Definition, die wir auch schon in Def. 2.5.3 in dem week8.pdf angegeben hatten



irgendwo auftauchen, wohingegen etwa ein g—s (q, q(q, p)) das L nur nach dem ¢ in dem ersten
Argument ableiten tut, nach dem ¢ in dem ¢(q,p) wird also nicht abgeleitet. Wir kénnen

dann also schreiben:

0 d
—H qi,---,4f,P1,---P = —H qi,---,4f,P1,---P )
0 (g1, a5, P1: ---y) da, (g1, ar !

f
= %{ ZPka(%M — L(g,4(q:p)) }

/ .
_ (g p)  d
= D m 54, > L(q.d(q,p))

J

f .
0 , 8L 0L 0q
- Yo qr(q,p) (¢,4) Z qkqp

1 aQJ gy, ]
. f .
1015 o Odu(q,p) . 94 (g, p)
= ka - P = ka
k=1 4 k=1 qj
und
f
OH dH d
— = — = — pqq,p—Lq,q'q,p}
op;  dp dpj{; van(a.p) = Lig.d(a.p)
f .
. 04r(q, p d .
= q(q,p) + ZmL — —L(q,4(q,p))

8pj dpj

k=1

! . f .
. 4k (q, OL Oqi(q,p
i qﬂq,pwzmw_z_.w
k=1 Pj '
(10) d an (¢,p) L 9du(q.p)
Y o + 3 on 0 5, G

= q;(q,p)

b) Es gelten die Hamiltonschen Gleichungen. Dann bekommen wir zunéchst

g_q_Lj - diqu(q,q) = d%{i (a:d)gx — H(a,p (q,q))}
= é%@qj’%k + pi(¢.4) — %H(qap(%é))
_ iapg(;@ I ZZZ apkaqu .4)
9 iapg(.q,’@q + pilg,4) — i%w = Dj
Qj 6

(20)



Die Euler-Lagrange-Gleichungen folgen dann aus der folgenden Rechnung:

diqu(q,d) - {Zm ¢.4) a4 — H(qp(q,9)) }

0 .
—L(q,4) = a0
J

(9qj

— Z%jﬁ)qk - d%H(q p(g,9))

k=1
! .

_ Zﬁpk(q,q) i - OH Z(‘?H Ipr(g, )
c~ Iy dq; “ Opy, - 0g
f . f .

(18,19) Zapk(%Q) : : . Opr(q,q)

= ———ax + pj — qu—
k=1 04 k=1 04;

_ oy = 4, @ dOL

- T at T oy

denn das ist aquivalent zu
doL oL _ .
dtdq; g

Damit ist das Theorem bewiesen. W

Schauen wir uns an, wie das konkret fiir die beiden Beispiele von oben aussieht:

Beispiel 1) Wir hatten

N
— — N m; 59 —
L:L<$1,“‘,$N,l'1,“', § 721’ - 1,"',1’]\[)
=1
und
bi = V*ZL = My
Also,
N
~2
p; — —
L = E STl V(Zy, -+, ZN)
=1
und damit




Die Hamiltonschen Gleichungen lauten dann also
¥ o= VsH = I (24)
P = —VaH = —VgiV (25)
und sind offensichtlich dquivalent zur Bewegungsgleichung

m;Z; + VgV o= 0 (26)

Beispiel 2) Wir hatten

L=T-V =T = 22 4 2%} (27)

mit den verallgemeinerten Impulsen

OL .
pro= i = mr (28)
_ oL __ 2
pp = % = mrg (29)
Also,
o= &
m
P
Y = 5
2 2 2 2 2
. mr: Py _ Pr L)
L = 2m + 2 m2rt T 2m + 2mr2

und wir bekommen die Hamilton-Funktion

H = p7+p,p — L

_ 4+ 2 ;o 4+ 2 % }
m mr? 2m 2mr?2
p2 P2
— Pr L
T 2m + 2mr?2 (30)

mit den Hamiltonschen Gleichungen

r= 8L = & (31)
o = g,% = L (32)
und
p'r = _%_IT{ - +£f3 (33)
by = _%_g = 0 (34)

Die ersten beiden Gleichungen (31) und (32) sind dquivalent zu den Definitionen der verall-
gemeinerten Impulse (28) und (29) und die letzten beiden Gleichungen (33) und (34) sollten
dann dquivalent zu den Bewegungsgleichungen sein. Die Bewegungsgleichungen in Polarko-
ordinaten hatten wir ebenfalls auf dem Ubungsblatt 3 hergeleitet, sie lauteten

P—r¢?® = 0 (35)
27 + 1 = 0 (36)



wobei wir die letzte Gleichung auch schreiben konnten als
L{rre} =0 (37)
Gleichung (34) ist offensichtlich &quivalent zu (37) und aus Gleichung (33) erhalten wir

. D m7‘2 2)2
mr = sag — ( <§)
mr

= mrg? (38)

und das ist offensichtlich dquivalent zu (35). W

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir noch die Tatsache, dass H typischerweise durch die
Gesamtenergie eines mechanischen Systems gegeben ist, in einem Satz zusammenfassen. Der
Beweis dazu ist sehr kompakt und den machen wir auf dem neuen Ubungsblatt.

Theorem 3.1.3: Essei L =T — V die Lagrange-Funktion eines mechanischen Systems
und die kinetische Energie T' und die potentielle Energie V seien von der Form?

f
T =T(g,4q) = Z ik tjr(q) (39)

mit ¢,,(¢) = tx;(¢) und die potentielle Energie hénge nur von den ¢’s ab, aber nicht von den
g. Also

Vi= V(g = Vig, - q) (40)

Dann gilt: Die Hamilton-Funktion H ist gegeben durch die Gesamtenergie, es ist

H=T+V. (41)

2auf diese Form waren wir in dem week5.pdf in Gleichung (20) gekommen



