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1.Aufgabe: Aus der Lagrange-Funktion

L(x, ẋ) =
m

2

{
ẋ2 − ω2x2

}
erhalten wir

p =
∂L

∂ẋ
= mẋ

und

∂L

∂x
= −mω2x

Damit bekommen wir

d

dt

∂L

∂ẋ
− ∂L

∂x
= mẍ + mω2x = 0

und die Bewegungsgleichung lautet

ẍt + ω2xt = 0

Die allgemeine Lösung davon ist

xt = x0 cosωt + v0
ω

sinωt

mit der Geschwindigkeit

ẋt = ω
{
−x0 sinωt + v0

ω
cosωt

}
und v0 = ẋt=0 . Wenn wir das in die Lagrange-Funktion einsetzen, erhalten wir

L(xt, ẋt) = m
2

{
ẋ2
t − ω2x2

t

}
= mω2

2

{ [
−x0 sin(ωt) + v0

ω
cos(ωt)

]2 −
[
x0 cos(ωt) + v0

ω
sin(ωt)

]2 }
= mω2

2

{
x2
0 [sin

2(ωt)− cos2(ωt)] +
v20
ω2 [cos

2(ωt)− sin2(ωt)] − 4 x0v0
ω

sin(ωt) cos(ωt)
}

= mω2

2

{
−x2

0 cos(2ωt) +
v20
ω2 cos(2ωt) − 2 x0v0

ω
sin(2ωt)

}
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Also,

S̃(x0, v0, t) =
∫ t

0
L(xs, ẋs) ds

=
∫ t

0
mω2

2

{ [
−x2

0 +
v20
ω2

]
cos(2ωs) − 2 x0v0

ω
sin(2ωs)

}
ds

= mω2

2

{ [
−x2

0 +
v20
ω2

]
sin(2ωs)

2ω
+ 2 x0v0

ω
cos(2ωs)

2ω

}∣∣∣t
0

oder

S̃(x0, v0, t) = mω
4

{ [
−x2

0 +
v20
ω2

]
sin(2ωt) + 2 x0v0

ω
[cos(2ωt)− 1]

}
Wir müssen das v0 eliminieren: es ist

xt = x0 cos(ωt) + v0
ω

sin(ωt)

Also,

ω
sinωt

[xt − x0 cos(ωt) ] = v0 = v0(x0, xt, t)

Damit bekommen wir die Wirkung

S(x0, xt, t)/m = S̃
(
x0 , v0(x0, xt, t) , t

)
/m

= ω
4

{ [
−x2

0 + (xt−x0 cosωt)2

sin2 ωt

]
sin(2ωt) + 2x0

xt−x0 cosωt
sinωt

[cos(2ωt)− 1]
}

= ω
4

{ [
−x2

0 + (xt−x0 cosωt)2

sin2 ωt

]
2 sinωt cosωt + 2x0

xt−x0 cosωt
sinωt

(−2) sin2 ωt
}

= ω sinωt
2

{ [
−x2

0 + (xt−x0 cosωt)2

sin2 ωt

]
cosωt − 2x0 (xt − x0 cosωt)

}
= ω sinωt

2

{ [
x2
0 + (xt−x0 cosωt)2

sin2 ωt

]
cosωt − 2x0xt

}
= ω sinωt

2

{ [ x2
0 sin

2 ωt+x2
t − 2x0xt cosωt+x2

0 cos
2 ωt

sin2 ωt

]
cosωt − 2x0xt

}
= ω sinωt

2

{
x2
0 +x2

t − 2x0xt cosωt

sin2 ωt
cosωt − 2x0xt

}
= ω

2 sinωt

{
[x2

0 + x2
t ] cosωt − 2x0xt cos

2 ωt − 2x0xt sin
2 ωt

}
= ω

2 sinωt

{
[x2

0 + x2
t ] cosωt − 2x0xt

}

Checken wir zunächst die Identität pt = ∂S/∂xt . Wir haben

∂S
∂xt

= mω
2 sinωt

{
2xt cosωt − 2x0

}
= mω

sinωt
[xt cosωt − x0 ]
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und es ist

pt = mẋt = mω
{
−x0 sin(ωt) + v0

ω
cos(ωt)

}
= mω

{
−x0 sin(ωt) + 1

sinωt
[xt − x0 cos(ωt) ] cos(ωt)

}
= mω

sinωt

{
−x0 sin2(ωt) + [xt − x0 cos(ωt) ] cos(ωt)

}
= mω

sinωt

{
−x0 + xt cos(ωt)

}
= ∂S

∂xt

das passt also. Weiterhin ist

∂S/m
∂t

= ∂
∂t

ω
2 sinωt

{
[x2

0 + x2
t ] cosωt − 2x0xt

}
= − ω2 cosωt

2 sin2 ωt

{
[x2

0 + x2
t ] cosωt − 2x0xt

}
− ω2

2 sinωt
[x2

0 + x2
t ] sinωt

= − ω2

2 sin2 ωt
[x2

0 + x2
t ] cos

2 ωt + ω2

sin2 ωt
x0xt cosωt − ω2

2
[x2

0 + x2
t ]

= − ω2

2 sin2 ωt
[x2

0 cos
2 ωt + x2

t ] +
ω2

sin2 ωt
x0xt cosωt − ω2

2
x2
0

= − ω2

2

{
x2
0 cos

2 ωt+x2
t − 2x0xt cosωt

sin2 ωt
+ x2

0

}
= − ω2

2

{
(x0 cosωt−xt)2

sin2 ωt
+ x2

0

}
oder

∂S
∂t

= − mω2

2

{
(x0 cosωt−xt)2

sin2 ωt
+ x2

0

}
Die Hamilton-Funktion ist eine Konstante der Bewegung und ist gegeben durch

H(xt, pt) =
p2t
2m

+ mω2

2
x2
t = m

2

{
ẋ2
t + ω2x2

t

}
= m

2

{
ẋ2
0 + ω2x2

0

}
Mit

ω
sinωt

[xt − x0 cos(ωt) ] = v0 = v0(x0, xt, t)

bekommen wir dann

H = m
2

{
v20 + ω2x2

0

}
= mω2

2 sin2 ωt
[xt − x0 cos(ωt) ]

2 + mω2

2
x2
0

also

H = − ∂S
∂t

das passt auch.
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