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week2: Diskrete und stetige Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Ganz allgemein kann man die folgende Definition machen:

Definition: Eine Menge von positiven Zahlen heisst eine Wahrscheinlichkeitsverteilung,
wenn die Summe von all diesen Zahlen gleich 1 ist.

Dabei spricht man von diskreten und von stetigen oder auch kontinuierlichen Verteilungen,
schauen wir uns ein paar Beispiele an, um die Begrifflichkeiten klar zu machen.

Beispiel 1, endlich viele Werte:
la) Werfen einer Miinze: 2 Zahlen

_ 1 _ 1 _
PKopf = 2 PZanl = 2 pKopf+pZahl =1

1b) Werfen eines Wiirfels: 6 Zahlen

D=

6
pLo= p = - = pg = S = 1
k=1

Beispiel 2, unendlich viele Werte, diskret: Wir spielen Roulette, dort gibt es 37 Zahlen,
18 rote, 18 schwarze und eine griine Null. Wir wahlen folgende Strategie:

(1) Wir setzen 1 Euro auf Rot. Kommt dann auch Rot, bekommen wir 2 Euro und haben
dann also 1 Euro Gewinn gemacht. Die Strategie ist beendet und beim néchsten Spiel
beginnen wir wieder mit Schritt (1).

(2) Kommt bei (1) Schwarz oder Griin, verdoppeln wir den Einsatz und setzen 2 Euro auf
Rot. Kommt dann auch Rot, bekommen wir 4 Euro und haben dann also 4 — (2+1) = 1
Euro Gewinn gemacht. Die Strategie ist beendet und beim nachsten Spiel beginnen wir
wieder mit Schritt (1).

(3) Kommt bei (2) Schwarz oder Griin, verdoppeln wir den Einsatz und setzen 4 Euro auf
Rot. Kommt dann auch Rot, bekommen wir 8 Euro und haben dann also 8 — (4 +
2+ 1) = 1 Euro Gewinn gemacht. Die Strategie ist beendet und beim néchsten Spiel
beginnen wir wieder mit Schritt (1).

..und so weiter..



(n) Kommt bei (n-1) Schwarz oder Griin, verdoppeln wir den Einsatz und setzen 2"~! Euro
auf Rot. Kommt dann auch Rot, bekommen wir 2 - 2°~! = 2" Euro und haben dann
also 2" — (2" 1 +... +2+1) = 1 Euro Gewinn gemacht'. Die Strategie ist beendet und
beim néchsten Spiel beginnen wir wieder mit Schritt (1).

Es sei jetzt p, die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass wir genau n mal spielen und n — 1 mal
verdoppeln miissen, um 1 Euro zu gewinnen. Dann gilt offensichtlich (das A bezeichnet ein

logisches “Und”)

p, = Prob [ {nicht rot} A {nicht rot} JANRIEIVAN {nicht rot} A {rot}
n—Tmal

= (Prob[{nicht rot}] )” : Prob[{rot}}

Oder, mit den Abkiirzungen

p = Prob[{rot}} = %
1—p = 1— Prob[{rot}] = Prob[{nichtrot}] = 32

dann etwas kompakter

pn = (1=p)" ' - p

Checken wir noch, dass die Summe aller p, auch tatsichlich gleich 1 ist:

glpn = i[(l—p)”‘l-p}

U-Blatt1, 1
Aufgd

Definition 2.1 (geometrische Verteilung): Es sei p eine Zahl zwischen 0 und 1, p € (0, 1).
Dann heisst die Menge von Zahlen

{pn ZO:I
mit
pn o= (L=p)" " - p

die geometrische Verteilung.

die Formel 1+ 2 + - + 2" ' = (" — 1)/(x — 1) beweisen wir auf dem neuen Ubungsblatt



Bemerkung: Manchmal definiert man auch die {p;}2°, mit p, = (1—p)* p als geometrische
Verteilung, das ist dann etwa die Variante B auf der Wikipedia-Seite
https://de.wikipedia.org/wiki/Geometrische_Verteilung

Beispiel 3, stetige Verteilung: Es bezeichne

{ S(te) }Zzo

die Zeitreihe der taglichen Schlusskurse des S&P500 Aktienindex, der umfasst die 500
grossten borsennotierten Unternehmen in den USA und ist ein standard Aktienindex fiir
okonometrische Analysen. Die taglichen Returns am Tag ¢, sind definiert durch ‘Preis heute
minus Preis gestern durch Preis gestern’, also genauer:

S(ty) — S(tr-1)
S(ti-1)

Mit Hilfe dieser Returns kann man fiir einen gegebenen Tag t, mit & > d eine d-Tages-
Volatilitdt voly(t;) berechnen. Diese ist definiert durch die Formel

ret(tk)

vola(ty) = { a di [ret(tp_;) ] }1/2

J=0

Typische Werte fiir d sind etwa d = 15 Tage oder d = 20 Tage, man berticksichtigt also jeweils
die letzten 3 oder 4 Wochen, eine Woche hat 5 Handelstage. Definiert man nun normierte
oder standardisierte Returns durch

ret(tk)

normiety(ty) =SS

dann stellt man fest (das machen wir dann konkret im Kapitel 6 dieser Veranstaltung,
mit der R-Software), dass sich diese normierten Returns recht gut durch eine Standard-
Normalverteilung approximieren lassen, es gilt die folgende approximative Identitat:

77"2

Prob[normretd(tk) € (v,x+dr)| ~ e 7

IS
(&)
e

Definition 2.2 (Standard-Normalverteilung): Die Funktion ¢ : R — R gegeben durch

1 _z?

= — 2

pr) = e

wird als die Dichte der Standard-Normalverteilung bezeichnet. Und die Funktion

2

o) = [Toedy = [T e T I

wird dann auch als kummulierte Verteilungsfunktion oder auch einfach nur als Verteilungs-
funktion der Standard-Normalverteilung bezeichnet.

Bemerkungen: a) Das Integral in dem ®(z) ldsst sich nicht weiter vereinfachen, man kann
es nicht durch elementare Funktionen ausdriicken.


https://de.wikipedia.org/wiki/Geometrische_Verteilung

b) Es gilt

2

. _ [t —v o dy
mEIPooq)(x) N f—oo € Ver 1 ’

das iiberpriifen wir auf dem neuen Ubungsblatt numerisch mit Hilfe der R-Software.

Mit diesen Beispielen im Hinterkopf geben wir jetzt die folgende, mathematisch etwas
prazisere, Definition von Wahrscheinlichkeitsverteilungen an:

Definition 2.3 (Wahrscheinlichkeitsverteilung):

a) Eine diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung ist eine Menge von Zahlen {pj }72, mit
oo = 1
k=0
und pg > 0 fiir alle £.

b) Eine stetige Wahrscheinlichkeitsverteilung, eindimensional, ist eine Menge von Zahlen
{p(x) }zer oder auch, mit einer etwas anderen Ausdrucksweise, eine Funktion p =
p(z) : R — R mit

und p(z) >0 fir alle z € R.

c) Eine stetige Wahrscheinlichkeitsverteilung, n-dimensional, ist eine Funktion
p = p(xl,xQ,"' 7In) : Rn — R
mit
fjoooo fjoooo..fjozo p(a’;l’lé?... ’wn) dxlde . e dl‘n = 1
und p(zq,--- ,x,) >0 fir alle (zq,--- ,2,) € R™.

Im weiteren Verlauf der Veranstaltung meint ‘stetige Wahrscheinlichkeitsverteilung’ typi-
scherweise eine eindimensionale Verteilung wie im Teil (b) der Definition.

In der Wahrscheinlichkeitstheorie sind die Begriffe Erwartungswert und Varianz von zentraler
Bedeutung, die Definitionen davon sehen folgendermassen aus:



Definition 2.4 (Erwartungswert und Varianz):
= F(k) : Ny — R sei eine

a) Es sel {pg}32, eine diskrete Wkeitsverteilung und® F
beliebige Funktion. Dann ist der Erwartungswert E[F] und die Varianz V[F] definiert

durch
E[F] = gmm
E[(F - E[F)?] = é(F(@—E[F])?pk

b) Es sei p = p(z) : R — R eine stetige Wkeitsverteilung und F = F(z) : R - R
sei eine beliebige Funktion. Dann ist der Erwartungswert E[F] und die Varianz V[F]

definiert durch
ElF] = [ F(x) pla) da

Machen wir dazu noch ein kleines
Beispiel 4, uniforme Verteilung: Die uniforme oder auch Gleichverteilung auf dem Inter-
vall [a,b] ist definiert durch die Wahrscheinlichkeitsdichte

{1/(b—a) falls x € [a, b

) = pep(T
p(z) b ’b( ) 0 sonst

Berechnen Sie den Erwartungswert und die Varianz einer uniform verteilten Zufallszahl x.
Losung: Ist x eine Zufallszahl mit Wkeitsverteilung p(x) und wollen wir den Erwartungswert

von z berechnen, dann miissen wir

F(z) = =z
setzen in der Definition 2.4. Damit bekommen wir dann
Ele] = [ apap(z)de = [Pz-Lde = L ["zd
- —00 p“va) T = fax‘b—a T = b—a fa'r z
— Lﬁr’ — 1 e _ 1 (b=a)bta) _  bta
~ b—a 2 la = b—a 2 7 b—a 2 - 2

fiir den Erwartungswert, das ist also genau die Mitte zwischen a und b, sehr plausibel. Um
die Varianz zu berechnen, benutzen wir die allgemeine Formel aus Aufgabe 3 vom neuen

Ubungsblatt, sie lautet:
2
VIF| = E[F*] - (E[F])

2 Ny sind die natiirlichen Zahlen mit Null, Ny = {0,1,2,,3,---} = NU {0} mit den natiirlichen Zahlen

N:{172’3’...}



wobei wir hier also fiir das F' einfach das  nehmen konnen. Das E[z] haben wir gerade schon
berechnet, also miissen wir noch das E[z?] berechnen:

b b
B = [T e = [P de = L et
_ 1 x_3 |b _ 1 3—g3
b—a 3 la b—a 3

Jetzt verwenden wir die folgende allgemeine Formel:

bn+1 _ an+1

— —_ bn+bn—1a+bn—2a2 4o —|—b2a”_2—|—ba“_1 +an

Fir n+ 1 =3 oder n = 2 liefert das

3_ .3
Y=< = b +ba+a
—a
Damit bekommen wir
21 _ 1 b-a® b2+ba+a?
Elz"] = 3 %= 3
und schliesslich
_ 2 2 _ b2+bata? (b+a)®  _ b2+bata? b2+2ba+a?
Viz] = E[z°] — (E[2])” = o e 5 T 4
4b2+4ba+4a® _ 3b24+6ba+3a2 b 2—2bata® __  (b—a)?
= 12 12 = 12 = 12

je weiter a und b auseinander liegen, desto grosser wird die Varianz, ebenfalls sehr plausibel.



