1.5 Die n-ten Einheitswurzeln

Wir wollen alle komplexen Losungen der Gleichung
2" =1 & 2" —1 =0 (1.47)

bestimmen. Machen wir das mal fiir n = 4. Wir schreiben

!

A1 = -1+ = -DE+D)(E-9)(z+i) = 0 (1.48)
und bekommen die Losungen
21 = +1, 2= -1, 2z3 = +i, 24 = —i (1.49)

Wir haben also insgesamt 4 Losungen. Das ist kein Zufall, die Gleichung z" = 1 hat im
Komplexen genau n verschiedene Losungen. Wie konnen wir die jetzt etwas systematischer
bestimmen? Wir erinnern uns an den Zusammenhang zwischen Bogenmass und Grad, 27
entsprechen 360 Grad. Insbesondere gilt

sin2r = 0, cos2m =1 (1.50)

und da die Funktionen 27-periodisch sind, gilt auch

sin0 = sin27 = sindr = sinbr = --- = sin(27r-k) = 0
cos0 = cos2m = cosdm = cosbr = -+ = cos(2m-k) = 1 (1.51)
und damit
ek = cos(2m- k) + isin(2r-k) = 1 (1.52)

fiir beliebige natiirliche oder ganze Zahlen k € Z. Zum Losen der Gleichung 2™ = 1 machen
wir jetzt den Ansatz

z = re'? (1.53)
Wir bekommen:
2" = 7""(6“")n — gneine L g (1.54)
Der Radius r muss auf jeden Fall 1 sein,
r =1 (1.55)

Welche Winkel ¢ kommen in Frage? Dazu benutzen wir jetzt (1.52) und schreiben

n r=1

(1.52) ;
> ik 627Tk1,

eingo

=1

4

ne = 2k (1.56)

und damit ¢ = 27k/n. Zum Beispiel liefert jetzt etwa der Winkel 10 Grad dieselbe kom-
plexe Zahl wie der Winkel 370 Grad, also wenn wir wirklich verschiedene komplexe Zahlen
bekommen wollen, diirfen wir nur die Winkel zwischen 0 und 360 Grad nehmen. Also

k
o = 21—, k=012.,n—1 (1.57)

n
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und alle Losungen von 2" = 1 sind gegeben durch
o= eTn ko=012..n—1 (1.58)

Fiir n = 8 etwa bekommt man also 8 verschiedene Losungen, die dann folgendermaflen ausse-
hen:

es 127
es!
Weiterhin kann man nachrechnen, fiir n = 3 machen wir das in den Ubungen, aber fiir

beliebiges n ist das schon nicht mehr ganz so offensichtlich, dass man wie in (1.48) den
Ausdruck 2" —1 faktorisieren kann, es gilt

-1 = :1:[: (z — zx) (1.59)

mit den z; gegeben durch (1.58). Das ist nun ein Spezialfall des folgenden

Theorem (Fundamentalsatz der Algebra): Gegeben sei das komplexe Polynom n-ten
Grades

1

p(z) = 2" + a, 12"+ -+ a1z + ao

mit Koeffizienten ag, ay, ..., a,—1 € C. Dann gibt es komplexe Zahlen zi, ..., z, € C (die nicht
alle verschieden sein miissen), so dass

p(z) = (z—2z1) - (z—22) -+ - (2—2p)
Die 21, ..., z, sind dann offensichtlich die Nullstellen von p(z).

Beweis: ohne Beweis. R

1.6 Harmonische Schwingungen und komplexe Zahlen

Wir betrachten ein Feder-Schwere-Pendel mit Federkonstanten D und Probemasse m. Ist die
Ruhelage bei © = 0, dann ist die Riickstellkraft der Feder gegeben durch F' = —Dxz . Aus der
Grundgleichung der Mechanik, Kraft gleich Masse mal Beschleunigung oder F' = ma folgt
dann

F = ma= —-Dzx (1.60)
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mit der Beschleunigung a und Geschwindigkeit v gegeben durch

dv dz Az
= = (), v = i ) = a= ol 2" (t) (1.61)

Die Bewegungsgleichung lautet also

ma”(t) = —Dx(t) (1.62)
oder

2"(t) + 2x(t) = 0 (1.63)
mit €2 := D/m. Diese Differentialgleichung ist noch hinreichend einfach, dass man die

Losungen relativ leicht raten kann, die Funktionen sinet und coset sind Losungen von
(1.63). Wenn man das Feder-Schwere-Pendel etwa in ein Wasserglas stellt, hat man noch
Reibungskrafte, und die sind typischerweise proportional zur Geschwindigkeit:

Freibmg = —Kv = —Ka'(t) (1.64)
Die DGL (1.63) &ndert sich dann zu

2"(t) + v2'(t) + 2x(t) = 0 (1.65)
mit v := K/m. Jetzt ist es nicht mehr so einfach, eine Losung zu raten, und mit Hilfe von

komplexen Zahlen kann man in systematischer Weise Losungen konstruieren. Dazu erweitern
wir die reelle Funktion z(t) zu einer komplexen Funktion

2(t) = z(t) + 1y(t) (1.66)
und stellen fest, dass

x(t + At) +iy(t + At) — [z(t) + iy(t)]

, B -
J0) = e = Ay At
L m(t+ AN — () oyt A —yt) .,
=T A T = To e 0
und ebenso
2ty = 2"(t) + iy (t) (1.68)

Nehmen wir jetzt an, wir hatten eine Losung der komplexen DGL
') + 42 1) + e2z2(t) = 0 (1.69)
gefunden. Wegen
0 = 2" + 72 + &z
= 2" +i) + v (@ +iy) + & (z+iy)

= 2" + y2' + 2+ iy + vy + y (1.70)
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sind dann auch
x(t) = Re[2(¢)], y(t) = Im[z(f)] (1.71)

Losungen der reellen DGL (1.65). Um die komplexe DGL (1.69) zu 16sen, machen wir jetzt
den Ansatz

2(t) = M (1.72)

mit einem komplexen A € C. Wir wollen uns zunéchst iiberlegen, dass wir auch bei komplexen
A die Ableitung nach ¢ wie iiblich berechnen konnen:

Hilfssatz: Gegeben sei die Funktion z(¢) := e mit einem komplexen \ € C. Dann gilt

J(t) = et (1.73)

Beweis: Mit der Potenzreihenentwicklung der Exponentialfunktion bekommen wir

At = Sa(t) = LM = LN = Pndl oy
dt dt dt n! dt n! n!
= \n -1 o ()t = (A" At
= 2 ANamy =AY Goor T AL G = Ae -
n=1 n=1 n=0

Setzen wir jetzt den Ansatz (1.72) in die DGL (1.69) ein, bekommen wir

()\2+7)\+€2)e’\t =0
& N+yrx+e =0 (1.74)

Das ist eine quadratische Gleichung fiir A die wir mit der tiblichen p, g-Formel auflésen kénnen:

g 2
A = —= 4 /— —¢2 1.
1,2 5 1 9 ( 75)

Wir kiirzen ab p := /2 und betrachten den Fall kleiner Reibung
v/2 = p < ¢ (1.76)

das beinhaltet insbesondere auch den Fall v = y = 0 ganz ohne Reibung. Die A; 2 konnen
wir dann schreiben als

M2 = —pEp2—e = —pt/—(2—p?) = —pxie?—p?

= —utiw (1.77)
mit w := 4/e? — p? und wir bekommen die komplexen Lésungen

zp(t) = M = e TMEWE = oMWl = oM [coswt + isinwt]| (1.78)
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Wegen (1.70) wissen wir, dass der Realteil als auch der Imaginéarteil Losungen von (1.65) sein
miissen. Also bekommen wir die reellen Losungen

zi(t) = e coswt, xp(t) = e M sinwt (1.79)
und die allgemeine Losung von (1.65) ist dann gegeben durch
z(t) = e *{Acoswt + Bsinwt } (1.80)

wobei die Konstanten A und B durch die Anfangsbedingungen x(0) = 2o und 2'(0) = vy
festgelegt werden kénnen. Fassen wir die Ergebnisse in einem Theorem zusammen:

Theorem (gedampfter harmonischer Oszillator): Die Differentialgleichung fiir den
gedampften harmonischen Oszillator

2'(t) + ya'(t) + 2x(t) = 0

mit Anfangsbedingungen z(t = 0) = ¢y und 2/(t = 0) = vy wird, im Fall kleiner Reibung
v < 2¢, gelost von

z(t) = e M { To coswt + IO gin ot } (1.81)

mit g :=7/2 und w := /2 — 2.
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