6.3 Singularwertzerlegung von rechteckigen Matrizen

(dieses Material ist nicht mehr klausurrelevant)

Haufig hat man es mit rechteckigen anstatt mit quadratischen Matrizen zu tun. Ein Bild zum
Beispiel ist typischerweise rechteckig, nicht quadratisch, und, wenn es ein schwarz-weify Bild
ist wie im néchsten Kapitel, ist es gegeben durch eine m x n Matrix

A e R™" (6.57)

(aij )1§igm, 1<j<n

mit Eintragen zwischen 0 und 1, wobei jeder Eintrag dann dem Grauwert eines Pixels an der
Stelle (i,7) entspricht. Wir wollen uns in diesem Kapitel tiberlegen, ob wir auch in einem
solchen Fall noch eine Formel analog zu (6.42) hinschreiben kénnen. Die Antwort ist ja.
Dabei wollen wir nur den reellen Fall A € R™*™ betrachten, also keine komplexen Matrizen.

Wir betrachten zunachst die Matrix
M = ATA : R — R" (6.58)

Das M ist eine quadratische n x n Matrix und es gilt

U-Blatt 6

MT = (ATA)T "= AT AT = ATA = M (6.59)

Das M ist also eine reell-symmetrische Matrix und sie ist diagonalisierbar: es gibt eine ONB
U1, , U, von Vektoren aus dem R™ mit

Mﬁk = ,ukﬁk und (’[J}ﬂjk) = 5j,k (660)
Wegen
i (Ur, O) = (e, Ue) = (MU, 0) = (AT A, )
= (A0, AD) = ||AG)*> > 0 (6.61)

konnen die Eigenwerte p; nicht negativ sein, wir konnen also eine reelle Wurzel ziehen:

Mo = im € R (6.62)

In dem Fall, dass das A selber schon quadratisch und symmetrisch ist, sind die A\ gerade die
Eigenwerte von A oder genauer, die Betrage davon, die Eigenwerte von einem quadratischen
A konnten ja auch negativ sein. Wir ordnen dann die Ay von gross nach klein, der kleinste
mogliche Wert ware dann 0, nehmen wir an, dass etwa p der n Ay echt grosser als 0 sind,

und die restlichen A\ sind 0,
App1 = - = Ay = 0 (6.64)

Da das M = AT A ja mit dem A zuniichst mal von R™ nach R™ geht und dann mit dem AT
wieder von R™ nach R" zuriick geht, kann man sich iiberlegen, dass das p nicht nur kleiner
oder gleich n, sondern auch kleiner oder gleich m sein muss, also

p < min{m,n} (6.65)
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Das Analogon zu der Matrix D aus (6.42) ist dann folgendermaflen zu definieren:
D := Diag( A1, Aminfmny) € R™" (6.66)

Dieses D hat also wieder nur auf der Diagonalen potentiell Eintrage ungleich 0, aber das ist
jetzt eine rechteckige Matrix mit m Zeilen und n Spalten, also keine quadratische Matrix
mehr wie in (6.42). Jetzt miissen wir noch eine geeignete ONB im R™ festlegen, die uns dann
ein Analogon fiir das linke V in A = VDVT liefert. Dazu setzen wir

w; = A—leUJ c R™ fir 1<j<p (6.67)
Man beachte, dass wieder fiir den Fall, dass das A selber schon quadratisch und symmetrisch
ist, die Ay dann (evtl. bis aufs Vorzeichen) die Eigenwerte von A sind und die obige Formel
sich dann auf 1; = £7; reduziert. Weiterhin sind diese w; alle orthogonal zueinander,

(@) = £ (AG,AR) = 1h (ATAT,6) = A (M)
) oL A2
- Af_ik(%vk) = 3¢ Ok = Ojk (6.68)

Im allgemeinen Fall kann es sein, dass p < m ist und die oben angegebenen w; tun dann noch
nicht ausreichen, um den ganzen R™ auszuspannen. In dem Fall ist es tatsachlich so, checken
wir gleich, dass man zu den p angegebenen w; noch m — p beliebige weitere w; hinzunehmen
kann, die missen nur auf den bereits gegebenen p w; senkrecht stehen, das kann man immer
erreichen. Also man erweitert die bereits gegebenen y,--- ,w, zur einer ONB

wlv"'awp7wp+l7"'7wm (669)
des R™ und diese Basisvektoren schreibt man dann als Spaltenvektoren in eine m x m Matrix
W,

W = |u - Wy e Rm™™ (6.70)

Dann gilt:
A = wWDVT (6.71)

Um (6.71) zu verifizieren, reicht es zu zeigen, dass die linke und rechte Seite von (6.71)
angewendet auf die Basisvektoren o}, des R"™ dasselbe Resultat liefert, checken wir das:
Zunachst mal ist

Vg, = & = & e R (6.72)

Dabei haben wir an das €}, ein superscript -™ angehéingt, um deutlicher zu machen, dass das
ein Vektor im R"™ ist. Wenn wir jetzt das D darauf anwenden, kommt da ein Vektor aus dem
R™ raus, und zwar:

@™ falls k< min{m,n}
pe™ = { (6.73)
0 (™) falls & > min{m,n}
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Damit bekommen wir: Fiir £ < min{m,n}:
wDVTy = wDe™” = wxae™ = awe™ = Ao
Ak iAUk falls £ < p
0-w = 0™  falls k > p
— AG, (6.74)
da ||AG||* = i ||Uk||* = 0 fur & >p. Und fir & > min{m,n} > p:
WDV'G, = wpel” = witm = 0 = Ag, (6.75)

also insgesamt A = W D VT . Fassen wir die Ergebnisse in einem Theorem zusammen:

Theorem (Singularwertzerlegung): Es sei A € R™*" eine beliebige reelle m x n Matrix.
Dann gibt es orthogonale Matrizen

W e Oim), V € O(n) (6.76)
und eine rechteckige Diagonalmatrix
D = Diag()\l, cee /\min{mﬂ}) e R™" (6.77)
mit nicht negativen g, so dass
A = WDVT (6.78)

Dabei sind die Spaltenvektoren @, der Matrix V die Eigenvektoren von AT A mit Eigenwerten
A? und die Spaltenvektoren der Matrix W sind gegeben durch /\ikAUk solange die A\ > 0
sind. Eine dquivalente Schreibweise von (6.78) ist

min{m,n} |
A= > n|a@ ]| (- & —) (6.79)
k=1 |

Beispiel: Schauen wir uns noch ein Beispiel an. Fiir a # 0 sind die Matrizen

A = ((1) ‘11) (6.80)

nicht diagonalisierbar. Eine Singularwertzerlegung kann man aber fiir beliebige Matrizen
machen, wie wiirde das hier aussehen? Fiir a = 1 werden die Zahlen etwas krumm, deshalb
wéhlen wir a = 3/2, wir betrachten also die Matrix

4 ((1) 3{2) (6.81)
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und mochten die Singularwertzerlegung von diesem A bestimmen.

Losung: Die @, und die py, = A2 sind die Eigenvektoren und Eigenwerte der Matrix

M= AT = (3}2 (1)) (é 3{2) - (3}2 133//24) (6.82)

Das charakteristische Polynom ist

el = (P Y s
wrl) = deeldr - pta] = der (Pt ) = (s -9/
= B_Ip+pr-9 = p2-Tp+1 (6.83)

Die Nullstellen sind

_1r gy fwm9_ 4 _ 1 25 _ 171 4 1
pr = 3 EV w1l = $EVE = % T3

py = 4, po = 1/4 (6.84)

also

Die Eigenvektoren v sind gegeben durch

(1?:/5i 13/2/3;&) (5;) - (8) (6.85)

wobei die zweite Zeile notwendigerweise redundant ist, die Determinante ist ja Null. Wir
bekommen also

(I—pe)vr + 200 = 0 (6.86)

oder
Fiir gy —3v + 3, = 0 (6.87)
Fir p_: S+ 2y = 0 (6.88)

Damit bekommen wir die Eigenvektoren

v, = (;) v = (_12) (6.89)

Die Eigenvektoren miissen senkrecht aufeinander stehen, checken wir das eben:
vy = 1-(=2)+2-1 =0

Damit wir sie fiir die Matrix V' nehmen konnen, miissen sie aber auch noch normiert sein, sie
miissen die Lange 1 haben. Also:

- %0 o A0

und in den Spalten von V stehen dann ¢; und vs,

Vo= %(; _12) (6.91)



Die Matrix D ist gegeben durch

(M0 (VA0 (2 0
b= (0 A2> B <0 1/4> B (0 1/2) (6.92)
und die w; waren gegeben durch
w; = /\ijA*j (6.93)

solange die \; ungleich 0 sind. Also:

w3050 - 50 - 50

B 1 (1 3/2\ 1 (-2 2 [(—1/2 1 /-1
_ . - = = 6.94
w =50 %) - (V) - 5G) e
Diese w; und wsy miissen dann automatisch eine Orthonormalbasis bilden und das ist offen-
sichtlich der Fall. Die Matrix W ist dann gegeben durch

1 /2 -1
a6
und die Singuldrwertzerlegung (6.78)
A = WDV

lautet dann konkret:

13/2\ 1 (2 -1\ (2 0\ 1 (1 —2\" (6.96)
0 1 s \0 2 0 1/2 5\2 1 '
Rechnen wir das eben nach, die rechte Seite ist
12 -1 2 0 L2y _ 1/2 -1 2 4
5\1 2 0 1/2 -2 1)  5\1 2 -1 1/2
1 /5 15/2 1 3/2
- 5(0 5/) = (0 {> (6.97)

das passt also alles.
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