6. Eigenwerte und Singularwerte von Matrizen

6.1 Eigenwerte und Eigenvektoren von quadratischen Matrizen

Die Begriffe Eigenwerte und Eigenvektoren sind nicht nur fundamental fiir die lineare Al-
gebra, sondern sie spielen in vielen Bereichen der Natur-, Ingenieur- und der quantitativen
Wirtschaftswissenschaften eine wichtige Rolle. Sie sind folgendermaflen definiert:

Definition (Eigenvektor und Eigenwert): Es sei A eine beliebige n x n Matrix. Ein
Vektor v # 0 mit

AT = AT (6.1)

heisst ein Eigenvektor der Matrix A zum Eigenwert \.

Bemerkung: Ist ¢ ein Eigenvektor zum Eigenwert A, dann ist auch @ := ¢t mit einer
beliebigen Konstanten ¢ # 0 Eigenvektor zum selben Eigenwert A\, wir haben

A = A(W) = cAV = cA = AV = AU
Eigenvektoren sind also nie eindeutig, sondern hochstens bis auf Normierung eindeutig.

Schauen wir uns zunachst mal ein Beispiel an:

Beispiel: Essei a € R ein reeller Parameter und e € {+1, —1} sei ein Vorzeichen. Bestim-
men Sie alle Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix

A = (6; 1) (6.2)

Wann existiert eine Basis aus Eigenvektoren?

Losung: Wir miissen alle Losungen der Gleichung

AT = AT
& AT — AT = 0
& (A—MId)T = 0 (6.3)

—

finden. Dabei ist Id die 2 x 2 Einheitsmatrix und fiir die gilt ja Idv = v,

e () - ) -

Gleichung (6.3) konnen wir als ein lineares Gleichungssystem fiir die Koordination v; und v,
von ¥ = (vy,vy) auffassen. Nehmen wir an, die Matrix

M = A-—\Id (6.5)
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wire invertierbar. Dann kénnen wir (6.3) mit M ~! multiplizieren und bekommen notwendi-
gerweise

7= MMy Y M (A-aid)y Y MG =0

Wir wollen aber Vektoren @ # 0 finden. Das geht also nur dann, wenn die Matrix M nicht
invertierbar ist. Notwendige und hinreichende Bedingung dafiir ist, das hatten wir uns in
Kapitel 4 in (4.43) iiberlegt,

|

det M = det[A — ANId] = 0 (6.6)

Konkret in unserem Fall liefert das

11 1 0\] _ 1-x 1\ . 2 2 0
(LD A0 ] = () ) - o

oder
A—1? = ea? (6.7)
Betrachten wir zunachst den
Fall € = +1: Wir bekommen die Eigenwerte
A = 1+a (6.8)
und die Eigenvektoren ¢ = (vy, v3) sind Losungen von (6.3),
(e ) () = G2 () - () 0
oder explizit ausgeschrieben

Favy +v2 = 0
a*vy Favy = 0 (6.10)

Wenn wir die erste Zeile in (6.10) mit Fa multiplizieren, bekommen wir offensichtlich gerade
die zweite Zeile heraus, so dass wir die zweite Zeile weglassen konnen, sie ist redundant. Wir
miissen also losen

Favy +v2 = 0 (6.11)

und bekommen damit die Eigenvektoren

7 = (+1G> io—= (fa) (6.12)

was man auch nochmal durch explizites Nachrechnen bestatigen kann,

(0 - (12) - eon()
(D) - (22) - ama () »
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Fiir a # 0 sind @, und ¥_ linear unabhingig, sie bilden eine Basis des R?. Fiir a = 0 gibt es
nur einen Eigenvektor ¢ = & = (1,0) so dass man keine Basis aus Eigenvektoren angeben
kann. Betrachten wir jetzt den

Fall € = —1: In diesem Fall lautet die Gleichung (6.7)
A—1? = —a? (6.14)

Die Losungsmenge von Gleichung (6.14) héngt offensichtlich davon ab, ob wir nur reelle Zahlen
oder auch komplexe Zahlen zulassen wollen. Wir miissen eine weitere Fallunterscheidung
machen:

Komplexer Fall: Der Grundraum ist C? und es sind komplexe Eigenwerte A € C zuge-
lassen: In dem Fall bekommen wir die komplexen Eigenwerte

A = 1 x1a (6.15)
und die Eigenvektoren v ergeben sich aus dem Gleichungssystem
1— X 1 U1 . Fia 1 U1 . 0
() @) - G2 0) -6 e
oder explizit ausgeschrieben

Fiaviy +vg = 0

—a*v; Fiavy = 0 (6.17)

Wenn wir die erste Zeile in (6.17) jetzt mit F¢a multiplizieren, bekommen wir wieder zweite
Zeile heraus, so dass wir sie wieder weglassen konnen. Wir miissen dann losen

:FiaU1 + vy = 0 (618)

und bekommen so die Eigenvektoren

7, = <+1m>= 7= (—1m> (6.19)

Fiir a # 0 sind die wieder linear unabhingig und bilden eine Basis des C2.

Reeller Fall: Der Grundraum ist R? und wir wollen nur reelle Eigenwerte A € R zulassen:
In dem Fall hat die Gleichung (6.14) keine Losungen und es gibt keine Eigenwerte und keine
Eigenvektoren. W

Halten wir die folgenden Begrifflichkeiten fest:

Definition (charakteristisches Polynom): Es sei A eine beliebige n x n Matrix. Dann
heisst das Polynom

xa(A) = det[A — NId] (6.20)

das charakteristische Polynom der Matrix A. Die Eigenwerte einer Matrix A sind dann genau
die Nullstellen des charakteristischen Polynoms y () und die Eigenvektoren sind genau die
nichttrivialen Losungen des linearen Gleichungssystems

(A-XId)o = 0 (6.21)

Die Menge der Eigenwerte und Eigenvektoren hangt davon ab, ob der Grundraum der R”
oder der C" ist.
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Definition (Diagonalisierbarkeit): Es sei A eine beliebige n x n Matrix. Dann heisst A

e reell diagonalisierbar, falls es eine Basis {7, -+ ,%,} des R" aus Eigenvektoren mit
reellen Eigenwerten Aq,..., )\, gibt.

e komplex diagonalisierbar, falls es eine Basis {#,---,0,} des C" aus Eigenvektoren
mit komplexen Eigenwerten Ay, ..., A, gibt.

Da jede reelle Zahl auch eine komplexe Zahl ist, gilt: A reell diagonalisierbar = A komplex
diagonalisierbar. Die Umkehrung gilt offensichtlich nicht wie wir gerade in dem Beispiel
gesehen haben, es gibt komplex diagonalisierbare Matrizen, die nicht reell diagonalisierbar
sind.

Theorem: Es sei A eine reell oder komplex diagonalisierbare n x n Matrix mit einer Basis aus
Eigenvektoren {0y,---,4,} mit Eigenwerten A, ..., \,, es gelte also A0y = \; 0. Weiter
sei V' die Matrix der Eigenvektoren, genauer

V=& - @ (6.22)

und V! sei die Inverse Matrix von V. Dann gilt

A = VDV (6.23)
wobei D die Diagonalmatrix ist, die auf der Hauptdiagonalen die Eintrdge Aq,---,\, hat,
und sonst alles Nullen,

N O - 0
D= | % M L2 DiagOuee o) (6.24)
N (|
0 0 A\
Beweis: Es seien €7, - , €, die Standardbasisvektoren im R" oder C". Nach Definition von
V ist dann
Ve, = v (6.25)

in den Spalten einer Matrix stehen die Bilder der Basisvektoren. Wir wenden auf beiden
Seiten V! an und bekommen

& = Vg, (6.26)

Weiterhin ist
D&, = M\é (6.27)

Also insgesamt
vov_la, 2 vpe 2 vae = awve D G = Ad (6.28)
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Da die vy, --- , v, nach Voraussetzung eine Basis bilden, jedes ¥ kann man als Linearkombi-
nation der 7, schreiben, gilt dann auch AZ = V DV ~!Z fiir beliebiges # und das Theorem
ist bewiesen. W

Folgerung: Es sei A eine reell oder komplex diagonalisierbare n x n Matrix mit einer Basis
aus Eigenvektoren {¢},---,v,} mit Eigenwerten Ay, ..., \,. Es sei V' die Matrix der Eigen-
vektoren, genauer

v o= (@& - @ (6.29)
und V! sei die Inverse Matrix von V. Dann gilt
et = V Diag(e™, ... ) V! (6.30)

Beweis: Fiir 2 x 2 Matrizen hatten wir uns das schon auf dem 5. Ubungsblatt in der
2. Aufgabe iiberlegt, fiir n x n Matrizen geht der Beweis vollig analog. W

6.2 Diagonalisierbarkeit von quadratischen Matrizen

Fiir diagonalisierbare Matrizen lassen sich also insbesondere Matrix-Exponentiale besonders
einfach berechnen. In diesem Abschnitt wollen wir ein einfaches Kriterium fiir die Diagona-
lisierbarkeit von Matrizen angeben, welches insbesondere in der Physik von grosser Bedeutung
ist. Erinnern wir uns zunéachst an die Standardskalarprodukte im R™ und im C", sie sind
definiert durch

(T, Y)rn = T1ys + - + TpYp = D, T;Y; (6.31)
j=1

(zﬁ,Z)Cn = w12 + o+ Wpz, = Z @Dj Zj (632)
j=1

wobei w; das komplex Konjugierte der komplexen Zahl w; meint. Also falls etwa w; = a;+ib;
mit reellen a;,b;, dann ist w; := a; —ib; . Der Grund, warum man fiir komplexe Vektoren
das so definiert, ist, dass man dann immer noch die Eigenschaft

(Z)ecn > 0 wud (£Hen =0 & Z=20 (6.33)

hat, fiir Skalarprodukte mochte man das immer so haben. Auf den Ubungsblittern 6 und 7
hatten wir dann gezeigt, dass fiir beliebige n x n Matrizen die folgenden Aussagen gelten:

(AZ, )z = (&, AT§)an (6.34)
(AG, F)en = (@, AF)en (6.35)

wobei die adjungierte Matrix A* durch

.
|

A* = (6.36)
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