Hochschule RheinMain SS 2026
Prof. Dr. D. Lehmann

Losungen 7. ﬂ'bungsblatt
Lineare Algebra fiir AP/UT/iING und MB

Aufgabe 1) Die allgemeine Formel lautet:
R(ii,o)% = (- 1A)A + cose[d — (- M)7] + sing [ X 7] (1)
Dabei muss der Vektor 77, der in Richtung der Drehachse zeigt, auf 1 normiert sein,
] =1
a) Das 7 ist also gegeben durch

g 1
g= -2 - 1o
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Der Drehwinkel soll ¢ = 90° sein, also bekommen wir mit (1) unter Beriicksichtigung von
sin90° = 1 und cos90° = 0:

R(A,90°)% = (- M)A+ 0-[F— (- A)iA] + 1-[fx7]
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Berechnen wir noch den Winkel v zwischen gedrehtem Vektor (—1,-2,1)/v/2 =: ¢ und
ungedrehten Vektor (—1,1,1) =: 7 : Es ist
Ty
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cosy =

also
v = 90°

Das ist in diesem Fall identisch mit dem Drehwinkel ¢, da das & senkrecht zur Drehachse ist.



b) Fiir die Drehachse @ = (1,1,1) bekommen wir
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Mit & = (1,0,0) bekommen wir weiter
R ! X T L 1 X (1) 1 (1)
r-n = = n r = e = _
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Also, mit
Sin60° = ? cos60° = 1+
erhalten wir
R(n, o) = (¥ -n)n + cose[d — (- n)n] + sing [ X 7]
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Fiir den Winkel zwischen gedrehtem Vektor i und ungedrehtem Vektor ¥ gilt wieder

-y 2/3 2
cosy = = = =
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und damit

v o~ 48,19°

c) Fiir die Drehachse @ = (1,1,1) bekommen wir wie in Teil (b)
. Ly
n = = = e
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Mit # = (1,0, —1) bekommen wir weiter

1 1 1 1 -1
z-n = 0, nx:¥r = —|[1] x| 0 = — | 2
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Also, mit
sin120° = — cos120° = —Z=

erhalten wir

R(ft,p)& = (- f)7 + cosp|Z — (Z- @) A] + sing [7 x ]

Fiir den Winkel zwischen gedrehtem Vektor i und ungedrehtem Vektor & gilt wieder

7y 1 1

Cosy = ———0 = = —
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und damit
v o= 120°

Das ist hier jetzt wieder identisch mit dem Drehwinkel, da das ¥ = (1,0, —1) wieder senkrecht
zur Drehachse 77 steht, -7 =10.

Aufgabe 2) Mit & = (x,y, z) bekommen wir die folgenden Skalar- und Vektorprodukte:
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Mit der allgemeinen Formel (1) bekommen wir dann

R(é&,&)f = (QZ_"‘ 51)51 + COSOé[.f"— (f 51)51] -+ sin «v [51 Xf]
x T x 0
= 0] + cosa[ yl — (0 4+ sina | —2
0 z 0 Y
T
= 0 COS (v + sina | —2
0
0 x
= cosay — sinaz 0 cosa —sina Y
sinay + cosaz sina  cos« z
Also,
1 0 0
R(e1,a) = 0 cosa —sina

0 sina cosw

Fiir die anderen beiden Koordinatenachsen geht das dann analog: Wir bekommen

R(ey,p)T = (Z-éy) ey + cosf[Z — (¥ é)ér] + sinf ey x @]
0 x 0 z
= |y +COSB[ yl — |y + sing | 0
0 z 0 —x
0 x z
= |y] + cosB O] + sing| O
0 z —x
cosffx + sinfz cosf 0 sinpf x
= Y = 0 1 0 Y
—sinfx + cosfz —sinf 0 cosf z
Also,
cosf 0 sinf
R(é,5) = 0 1 0
—sinf8 0 cosf



Und schliesslich:

R(€37’y)f = (f 53) gg + COS’}/[f — (f gg) _’3} + Sin’}/ [53 X f]
0 T 0 —y
= 0 —|—COS’y[ vyl — 10 + siny [ x
z z z 0
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z 0 0
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= sinyx + cosvyy = siny cosvy O Y
z 0 0 1 Z
Also,
cosy —siny 0
R(e3,y) = |siny cosy 0
0 0 1
Aufgabe a) Mit
17* = ni+nz+ny = 1 (2)
bekommen wir
0 —Ng  +No 0 —ng +no
L2 = [4n3 0 —ny||+ns 0 -—m
—Ng  +Ny 0 —No  +Ny 0
—TL% — n% Nonq n3ny
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= T Mo n% — n% — n% — TL% n3gno
nins NoNs n: — n3—ni—n?
n% —1 nom n3ny
(2) 2
= ning n5—1 ngng
n1N3 NoNs n% -1
oder
n?  niny ming 1 00
L% = NNy n% nons | — [0 1 0
ngni ngny N3 0 0 1
n
= N9 (n1 N9 n3) — Id (3)



Wenn wir Gleichung (3) auf ein # anwenden, bekommen wir

T ny x x
Lz = Lz y| = [n2] (m n2 ng) |y Id |y
2 n3 2 2
ny
= |n2 | (maxt+ny+nge) -7 = (i
ns =7
b) Mit Teil (a) bekommen wir
37 = Lpl27d @ Lp[(-2)7 — 7]
= ix [(A-2)7 — 7]
= (M-Z)Axn —naAxd¥ = —AxT =
~——
=0
also
L} = — Lz
c) Mit Teil (b) erhalten wir dann
Ly = —L2
LY = Lzly = +L;L; = +1L2
Ly = Lgly = +LglLi = +L} = —Lg
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d) Mit der Potenzreihenentwicklung der Exponentialfunktion fiir Matrizen,
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- Id + +
,;0 (2k +1)! kz::O (2k +2)!
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erhalten wir mit Teil (c)
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Wir erinnern uns an die Potenzreihenentwicklungen fiir sin und cos aus dem week?2,
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= —1)k - 1 - = z
cos kZ::O< ) on] o T +

Die Sinus-Reihe haben wir in Gleichung (5) direkt da stehen, wir kénnen schreiben

2k+2

B, . = ®
e?li = Jd + sing Lz + k=
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Die Cosinus-Reihe steht nicht direkt da, wir konnen aber wie folgt rechnen:

00 . S02k+2 B 00 bitl1 SOQ[kH] =kt 00 L
k;(_l) (2k+2)! ,E)(_l)[ | Ck+1)! ;Hy (20)!

o) ’ S02@ B 00 P 9028 0 ()02-0

- _1;(_1) 20 —E)H) Qo (=1) (2-0)!

= 1 — cosp
Wir setzen das in (6) ein und erhalten
e¥li = Id + singp Ly + [1 — cosgp] L2
= Id + L% + sinp Ly — cosp L2
Mit dem Resultat fiir L2 aus Teil (a),
Li(#) = A(f-7) — 7

bekommen wir dann schliesslich

e¥lig = (Id+L2)7 — cosp LAT + sinp Lz &
= A(A-7) + cosp [T — A (T-2)] + sinpil xT
= R, 9)E

und die Formel ist bewiesen.



