
Hochschule RheinMain SS 2026
Prof. Dr. D. Lehmann
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Aufgabe 1) Die allgemeine Formel lautet:

R(n⃗, φ) x⃗ = (x⃗ · n⃗) n⃗ + cosφ [ x⃗ − (x⃗ · n⃗) n⃗ ] + sinφ [ n⃗× x⃗ ] (1)

Dabei muss der Vektor n⃗, der in Richtung der Drehachse zeigt, auf 1 normiert sein,

∥n⃗∥ !
= 1

a) Das n⃗ ist also gegeben durch

n⃗ =
a⃗

∥a⃗∥
=

1√
2

1
0
1


Der Drehwinkel soll φ = 90◦ sein, also bekommen wir mit (1) unter Berücksichtigung von
sin 90◦ = 1 und cos 90◦ = 0 :

R(n⃗, 90◦) x⃗ = (x⃗ · n⃗) n⃗ + 0 · [ x⃗ − (x⃗ · n⃗) n⃗ ] + 1 · [ n⃗× x⃗ ]

= (x⃗ · n⃗) n⃗ + n⃗× x⃗

=
1

2

[−1
1
1

 ·

1
0
1

] 1
0
1

 +
1√
2

1
0
1

×

−1
1
1



=
1

2
· 0 ·

1
0
1

 +
1√
2

−1
−2
1

 =
1√
2

−1
−2
1


Berechnen wir noch den Winkel γ zwischen gedrehtem Vektor (−1,−2, 1)/

√
2 =: y⃗ und

ungedrehten Vektor (−1, 1, 1) =: x⃗ : Es ist

cos γ =
x⃗ · y⃗

∥x⃗∥ ∥y⃗∥
=

1√
3
√
6/2

(
1 − 2 + 1

)
/
√
2 = 0

also

γ = 90◦

Das ist in diesem Fall identisch mit dem Drehwinkel φ, da das x⃗ senkrecht zur Drehachse ist.



b) Für die Drehachse a⃗ = (1, 1, 1) bekommen wir

n⃗ =
a⃗

∥a⃗∥
=

1√
3

1
1
1


Mit x⃗ = (1, 0, 0) bekommen wir weiter

x⃗ · n⃗ =
1√
3
, n⃗× x⃗ =

1√
3

1
1
1

×

1
0
0

 =
1√
3

 0
1
−1


Also, mit

sin 60◦ =

√
3

2
, cos 60◦ =

1

2

erhalten wir

R(n⃗, φ) x⃗ = (x⃗ · n⃗) n⃗ + cosφ [ x⃗ − (x⃗ · n⃗) n⃗ ] + sinφ [ n⃗× x⃗ ]

=
1√
3

1√
3

1
1
1

 +
1

2

[1
0
0

 − 1√
3

1√
3

1
1
1

]
+

√
3

2

1√
3

 0
1
−1



=
1

3

1
1
1

 +
1

2

[1
0
0

 − 1

3

1
1
1

]
+

1

2

 0
1
−1



=
1

6

[ 2
2
2

 +

3
0
0

 −

1
1
1

 +

 0
3
−3

]

=
1

6

 4
4
−2

 =
1

3

 2
2
−1

 =: y⃗

Für den Winkel zwischen gedrehtem Vektor y⃗ und ungedrehtem Vektor x⃗ gilt wieder

cos γ =
x⃗ · y⃗

∥x⃗∥ ∥y⃗∥
=

2/3√
1
√
9/3

=
2

3

und damit

γ ≈ 48, 19◦

c) Für die Drehachse a⃗ = (1, 1, 1) bekommen wir wie in Teil (b)

n⃗ =
a⃗

∥a⃗∥
=

1√
3

1
1
1





Mit x⃗ = (1, 0,−1) bekommen wir weiter

x⃗ · n⃗ = 0 , n⃗× x⃗ =
1√
3

1
1
1

×

 1
0
−1

 =
1√
3

−1
2
−1


Also, mit

sin 120◦ =

√
3

2
, cos 120◦ = −1

2

erhalten wir

R(n⃗, φ) x⃗ = (x⃗ · n⃗) n⃗ + cosφ [ x⃗ − (x⃗ · n⃗) n⃗ ] + sinφ [ n⃗× x⃗ ]

= − 1

2

 1
0
−1

 +

√
3

2

1√
3

−1
2
−1



= − 1

2

 1
0
−1

 +
1

2

−1
2
−1

 =

−1
1
0

 =: y⃗

Für den Winkel zwischen gedrehtem Vektor y⃗ und ungedrehtem Vektor x⃗ gilt wieder

cos γ =
x⃗ · y⃗

∥x⃗∥ ∥y⃗∥
=

−1√
2
√
2

= −1

2

und damit

γ = 120◦

Das ist hier jetzt wieder identisch mit dem Drehwinkel, da das x⃗ = (1, 0,−1) wieder senkrecht
zur Drehachse n⃗ steht, x⃗ · n⃗ = 0 .

Aufgabe 2) Mit x⃗ = (x, y, z) bekommen wir die folgenden Skalar- und Vektorprodukte:

x⃗ · e⃗1 = x

x⃗ · e⃗2 = y

x⃗ · e⃗3 = z

und

e⃗1 × x⃗ =

1
0
0

×

x
y
z

 =

 0
−z
y



e⃗2 × x⃗ =

0
1
0

×

x
y
z

 =

 z
0
−x





e⃗3 × x⃗ =

0
0
1

×

x
y
z

 =

−y
x
0


Mit der allgemeinen Formel (1) bekommen wir dann

R(e⃗1, α) x⃗ = (x⃗ · e⃗1) e⃗1 + cosα [ x⃗ − (x⃗ · e⃗1) e⃗1 ] + sinα [ e⃗1 × x⃗ ]

=

x
0
0

 + cosα

[x
y
z

 −

x
0
0

]
+ sinα

 0
−z
y



=

x
0
0

 + cosα

0
y
z

 + sinα

 0
−z
y



=

 x
cosα y − sinα z
sinα y + cosα z

 =

 1 0 0
0 cosα − sinα
0 sinα cosα

x
y
z


Also,

R(e⃗1, α) =

 1 0 0
0 cosα − sinα
0 sinα cosα


Für die anderen beiden Koordinatenachsen geht das dann analog: Wir bekommen

R(e⃗2, β) x⃗ = (x⃗ · e⃗2) e⃗2 + cos β [ x⃗ − (x⃗ · e⃗2) e⃗2 ] + sin β [ e⃗2 × x⃗ ]

=

0
y
0

 + cos β

[x
y
z

 −

0
y
0

]
+ sin β

 z
0
−x



=

0
y
0

 + cos β

x
0
z

 + sin β

 z
0
−x



=

 cos β x + sin β z
y

− sin β x + cos β z

 =

 cos β 0 sin β
0 1 0

− sin β 0 cos β

x
y
z


Also,

R(e⃗2, β) =

 cos β 0 sin β
0 1 0

− sin β 0 cos β





Und schliesslich:

R(e⃗3, γ) x⃗ = (x⃗ · e⃗3) e⃗3 + cos γ [ x⃗ − (x⃗ · e⃗3) e⃗3 ] + sin γ [ e⃗3 × x⃗ ]

=

0
0
z

 + cos γ

[x
y
z

 −

0
0
z

]
+ sin γ

−y
x
0



=

0
0
z

 + cos γ

x
y
0

 + sin γ

−y
x
0



=

cos γ x − sin γ y
sin γ x + cos γ y

z

 =

cos γ − sin γ 0
sin γ cos γ 0
0 0 1

x
y
z


Also,

R(e⃗3, γ) =

cos γ − sin γ 0
sin γ cos γ 0
0 0 1



Aufgabe 3) a) Mit

∥n⃗∥2 = n2
1 + n2

2 + n2
3 = 1 (2)

bekommen wir

L2
n⃗ =

 0 −n3 +n2

+n3 0 −n1

−n2 +n1 0

 0 −n3 +n2

+n3 0 −n1

−n2 +n1 0



=

−n2
3 − n2

2 n2n1 n3n1

n1n2 −n2
3 − n2

1 n3n2

n1n3 n2n3 −n2
2 − n2

1



=

n2
1 − n2

3 − n2
2 − n2

1 n2n1 n3n1

n1n2 n2
2 − n2

3 − n2
2 − n2

1 n3n2

n1n3 n2n3 n2
3 − n2

3 − n2
2 − n2

1


(2)
=

n2
1 − 1 n2n1 n3n1

n1n2 n2
2 − 1 n3n2

n1n3 n2n3 n2
3 − 1


oder

L2
n⃗ =

 n2
1 n1n2 n1n3

n2n1 n2
2 n2n3

n3n1 n3n2 n2
3

 −

1 0 0
0 1 0
0 0 1



=

n1

n2

n3

(
n1 n2 n3

)
− Id (3)



Wenn wir Gleichung (3) auf ein x⃗ anwenden, bekommen wir

L2
n⃗ x⃗ = L2

n⃗

x
y
z

 =

n1

n2

n3

(
n1 n2 n3

)x
y
z

 − Id

x
y
z



=

n1

n2

n3

 · (n1x+ n2y + n3z)︸ ︷︷ ︸
= n⃗·x⃗

− x⃗ = (n⃗ · x⃗) n⃗ − x⃗ (4)

b) Mit Teil (a) bekommen wir

L3
n⃗ x⃗ = Ln⃗ L

2
n⃗ x⃗

(4)
= Ln⃗

[
(n⃗ · x⃗) n⃗ − x⃗

]
= n⃗ ×

[
(n⃗ · x⃗) n⃗ − x⃗

]
= (n⃗ · x⃗) n⃗× n⃗︸ ︷︷ ︸

= 0⃗

− n⃗× x⃗ = − n⃗× x⃗ = −Ln⃗ x⃗

also

L3
n⃗ = −Ln⃗

c) Mit Teil (b) erhalten wir dann

L4
n⃗ = −L2

n⃗

L5
n⃗ = Ln⃗ L

4
n⃗ = −Ln⃗ L

2
n⃗ = −L3

n⃗ = +Ln⃗

L6
n⃗ = Ln⃗ L

5
n⃗ = +Ln⃗ Ln⃗ = +L2

n⃗

L7
n⃗ = Ln⃗ L

6
n⃗ = +Ln⃗ L

2
n⃗ = +L3

n⃗ = −Ln⃗

...

L2k+1
n⃗ = Ln⃗ L

2k
n⃗ = (−1)k−1 Ln⃗ L

2
n⃗ = (−1)k Ln⃗

L2k+2
n⃗ = Ln⃗ L

2k+1
n⃗ = (−1)k Ln⃗ Ln⃗ = (−1)k L2

n⃗

d) Mit der Potenzreihenentwicklung der Exponentialfunktion für Matrizen,

eA = Id + A +
A2

2!
+

A3

3!
+

A4

4!
+

A5

5!
+

A6

6!
+ · · ·

= Id + A +
A3

3!
+

A5

5!
+ · · ·

+
A2

2!
+

A4

4!
+

A6

6!
+ · · ·

= Id +
∞∑
k=0

A2k+1

(2k + 1)!
+

∞∑
k=0

A2k+2

(2k + 2)!



erhalten wir mit Teil (c)

eφLn⃗ = Id +
∞∑
k=0

(φLn⃗)
2k+1

(2k + 1)!
+

∞∑
k=0

(φLn⃗)
2k+2

(2k + 2)!

= Id +
∞∑
k=0

φ2k+1

(2k + 1)!
L2k+1
n⃗ +

∞∑
k=0

φ2k+2

(2k + 2)!
L2k+2
n⃗

(c)
= Id +

∞∑
k=0

φ2k+1

(2k + 1)!
(−1)kLn⃗ +

∞∑
k=0

φ2k+2

(2k + 2)!
(−1)kL2

n⃗ (5)

Wir erinnern uns an die Potenzreihenentwicklungen für sin und cos aus dem week2,

sinx =
∞∑
k=0

(−1)k
x2k+1

(2k + 1)!
= x − x3

3!
+

x5

5!
− + · · ·

cosx =
∞∑
k=0

(−1)k
x2k

(2k)!
= 1 − x2

2!
+

x4

4!
− + · · ·

Die Sinus-Reihe haben wir in Gleichung (5) direkt da stehen, wir können schreiben

eφLn⃗ = Id + sinφ Ln⃗ +

[
∞∑
k=0

(−1)k
φ2k+2

(2k + 2)!

]
L2
n⃗ (6)

Die Cosinus-Reihe steht nicht direkt da, wir können aber wie folgt rechnen:

∞∑
k=0

(−1)k
φ2k+2

(2k + 2)!
=

∞∑
k=0

(−1)[k+1]−1 φ2[k+1]

(2[k + 1])!
ℓ= k+1
=

∞∑
ℓ=1

(−1)ℓ−1 φ2ℓ

(2ℓ)!

= −
∞∑
ℓ=1

(−1)ℓ
φ2ℓ

(2ℓ)!
= −

∞∑
ℓ=0

(−1)ℓ
φ2ℓ

(2ℓ)!
+ (−1)0

φ2·0

(2 · 0)!

= 1 − cosφ

Wir setzen das in (6) ein und erhalten

eφLn⃗ = Id + sinφ Ln⃗ +
[
1 − cosφ

]
L2
n⃗

= Id + L2
n⃗ + sinφ Ln⃗ − cosφ L2

n⃗

Mit dem Resultat für L2
n⃗ aus Teil (a),

L2
n⃗(x⃗) = n⃗ (n⃗ · x⃗) − x⃗

bekommen wir dann schliesslich

eφLn⃗ x⃗ = ( Id+ L2
n⃗ ) x⃗ − cosφ L2

n⃗ x⃗ + sinφ Ln⃗ x⃗

= n⃗ (n⃗ · x⃗) + cosφ
[
x⃗ − n⃗ (n⃗ · x⃗)

]
+ sinφ n⃗× x⃗

(1)
= R(n⃗, φ) x⃗

und die Formel ist bewiesen.


