Hochschule RheinMain SS 2026
Prof. Dr. D. Lehmann

Losungen 6. ["J'bungsblatt
Lineare Algebra fiir AP/UT/iING und MB

Aufgabe 1) a) ..wir machen ein Bild an der Tafel.

1b) In dem week6 hatten wir in Gleichung (3.8) die folgende Identitét hergeleitet:

-

a-b = |lall bl cos[£(a.b)]

wobei £(d, l;) der von den Vektoren @ und b eingeschlossene Winkel ist. Also kénnen wir
schreiben

. i-b
cos[ £(@,B)] = ———
[[all [loll
mit
ldl| = Vva-a = /a2 +adi+ad3

In unserem Fall ist
ldl = VI2+1241% = V3
Bl = VEDPET AT = V3
Jal = VTR = 1

und wir haben die folgenden Skalarprodukte:

ib = 1-(-1)+1-1+1-1 =1
i =10+10+1-1 =1
b-é = (-1)-04+1-041-1 = 1

Also bekommen wir

—

- a-b 1

cos| £(d, = — = =
e
L. ae 1
osl4@ = EE T
. b-é& 1

Aba = = = —=
R TR



und damit, wir benutzen einen Taschenrechner fiir den arccos,

-,

£(@,b) = arccosz =~ 70,53°

L@, d) = 4(b,d) = arccos\/i§ ~ 54,74° .

1c) Der Fliacheninhalt A des von den Vektoren @ und b aufgespannten Parallelogramms, das
hatten wir uns in Gleichung (3.9) in dem week6 iiberlegt, ist gegeben durch
A = |axb|

Wir bekommen mit der Definition fiir das Vektorprodukt

B ay b1 (45} b3 — as bg 1-1 0
axb = [05) X bg = as bl — ax b3 = —1-—-1 = —2
as bg aq bg — Q2 bl 1— (—1) 2
und damit
A = |laxb]| = P+ (=22+22 = V8 = 2v2 .

1d) Das Volumen V fiir den Spat hatten wir uns in Gleichung (3.10) in dem week6 tiberlegt,
es ist gegeben durch

-

Vo= |(@xb)-¢]

Das Vektorprodukt @ x b haben wir gerade in Teil (c¢) berechnet, wir bekommen damit

0 0
@xb)-¢ = (=2 -{o] =00+ (20421 =2
2 1
und erhalten das Volumen
V o= |(@xb)-c| = |2| = 2

Aufgabe 2) Wir bekommen

a1 bacs — bscy
C?(bXE) = a9 . 6301—61C3
as bica — bacy

= CLl(bQC‘g, — bgCQ) -+ ag(bgCl — bng) + Gg(blcg — bQCl)
= a1b263 — a1b302 + CLngCl — agbng + ClgblCQ — a3b201

= a1b203 + CLngCl + Cbgblcg — albgcg — a2b103 — a3b201



und

as bs — as by (&1
((iXb)g = a3b1 —a1b3 . Co
ay by — axby C3

= (a2b3 — a3b2)61 + (a3b1 — bg)CQ + (Cllbg — CLle)C3
= agbsc; — azbycy + azbicy — arbscy + ajbycz — azbycs
= a b2 cs + as b3 c1 + as bl Co — a1 bg Co — Q2 bl C3 — Q3 b2 C1

und das stimmt mit dem Resultat fiir @ - (b x @) iiberein.

Aufgabe 3) Nach Definition des Vektorproduktes gilt

(5] X1 G2 T3 — a3T2
axr = ao X i) = azry — a1 T3
a3 X3 1Ty — Q21

Die allgemeine Definition von Matrix A angewendet auf Vektor # war in Gleichung (2.15) in
dem week4 angegeben. Damit konnen wir den Ausdruck von @xZ dann auch folgendermassen
schreiben:

QA9 T3 — Q3T 0 —das Q9 T
axT = a3 X, — a1 T3 = as 0 - T = AZ
a1 Ty — Q92T —as aq 0 I3
mit der Matrix
0 —as a9
A = as 0 —a
—as aq 0

Aufgabe 4) a) Wegen
sin? = cost = —=

ist
1/vV2 —1/v2 0 )
Dy(z) = [1/v2 1/vV2 0] = —
0 0 1 V2

Damit bekommen wir die folgenden gedrehten Vektoren:



e -1 0 1 1 0 0
0 0 2/ \1 V2 1
B 1 1 -1 0 -1 ] -2 V2
0 2 1 V2 1
L (1 -1 0 0 ! 0 0
W = D3()é = —[1 1 0 o] = — 1| 0 = |0
! V2 0 0 2 1 V2 V2 1

4b) Wir bekommen die folgenden Werte:
lal = Joertr (V2R = V3
I7 = J(varieie = V3
@] = VO2+024+12 = 1

das sind dieselben Werte wie in Aufgabe 1. Die Skalarprodukte sind

-7 = 0-(=vV2) + V20 +1-1 = 1

0-04+vV2-0+1-1 = 1

g
I

u-
7w o= (=v2)-0+0-0+1-1 =1

das sind ebenfalls dieselben Werte wie in Aufgabe 1. Also miissen dann auch die Winkel
dieselben sein:

U-U 1

LN = — 7 _ =

cosl @D = TETer T 3
TR 1
L) = — =
cosl @D = e T
U w 1
Lo = Y =
sl £OD] = e T v

und wie in Aufgabe 1,

£(i,0) = arccosy ~ 70,53°

L, W) = LU,w) = zaurccos\/ig ~ 54,74° .

Fir den Flacheninhalt des Parallelogramms und das Volumen des Spats sollte dann auch
dasselbe rauskommen, rechnen wir das explizit nach:

A = |uxd|



mit

und damit

A= axdl = JV2R+ (VR = VB = 2v2
das ist dasselbe Resultat wie in Aufgabe 1. Und schliesslich
V = |(ux7)- 7|

mit

das ist ebenfalls dasselbe Resultat wie in Aufgabe 1.

Aufgabe a) Nach Definition ist

mit

Also,

(AZ,y) = Y [AZliyi = 2 X aigaiyi = 3 2. Gij Ty

i=1 =1 j=1 j=1 i=1

= Yy ayy = yoxp o [Aw = X x; AT
7=1 =1 7j=1 =1 7j=1

= (fa AT?I)

5b) Nach Teil (a) gilt
([ABlZ,5) = (Z,[AB]"'y)
Andererseits gilt ebenfalls nach Teil (a)

(ABZ,y) = (Bz,A"y) = (&, B"A™y)



und damit fiir beliebige Vektoren ¥ und 3
(7,[AB"§) = (& B"A"j) (1)

Damit miissen dann auch die Matrixelemente von [AB]” und BT AT iibereinstimmen, denn:

Zunéchst mal gilt fiir beliebige Matrizen M = (m;;) € R™*":

(2, My) = > Myl = > x>, MeeYe = Y. >, Mis Tk Yo (2)
k=1 k=1 (=1 k=1 (=1

Jetzt wahlen wir fiir ¥ den i-ten Standardbasisvektor mit einer 1 an der i-ten Stelle und sonst
nur Nullen, & = €;, und fiir % den j-ten Standardbasisvektor, i = €;. Diese Vektoren hatten
wir in dem week4 in den Gleichungen (2.6) bis (2.8) definiert,

& = (5i,k)k:1 n € = <§j7k)k:1 n 3)

..........

mit dem ‘Kronecker-Delta’ ¢; ; gegeben durch

- {1 falls i = j

0 falls i#j

Wir erhalten dann

—
~
—

M=

n n n
(677 Mé}) = Z Z Mg [a]k [f?j]e :) Z Mg 5i,k 5j,1z = My,
k=1 ¢=1 =1

k=1

Also, wenn wir in Gleichung (1) # = ¢€; und ¢ = €; wéhlen, bekommen wir

[AB]"| = (&, 1AB]"g) = (&, BA"g) = | BTA"]

Z?j

Z7j

die Matrizen stimmen elementweise tiberein und sind damit identisch,

[AB]" = BTAT .



