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Losungen 3. ["J'bungsblatt
Lineare Algebra fiir AP/UT/iING und MB

Aufgabe 1) a,b,c,d) Es sei

141
V2

Dann miissen wir die Potenzen z'%, 201 2192 ynd 219 berechnen. Zum Berechnen von

Potenzen z" ist es hilfreich, das z in Polardarstellung z = re¥? zu schreiben, machen wir
das: Der Radius r ist gegeben durch

A =

12 1\2 1,1
ro= \/(75) +(5) = Jits = 1
Und, da Re(z) = 1/v/2 = Im(z) beide gleich gross sind, ist der Winkel 45° oder 7/4. Also
haben wir
z = e'd
Damit bekommen wir dann:
L1000 _ (eig)loo _ pi100F 25w _ migmi (-1) = -1
101 100 , (@) —1—u
z = 2z 2z = —z =
V2
L1020 L1002 @0 2 (T2 = —eiF =
c 1+1 —i+1 1—i
2108 = L1025 2 —1 -2 = —3 R = Tt = !

e,f,g,h) Es sei jetzt

1+iv3
2

Dann miissen wir die Potenzen z3%°, 2301 »302 ynd 239 herechnen. Wir schreiben das z wieder
M M

in Polardarstellung: Der Radius r ist gegeben durch
1)\2 3)2 1,3
=GR = yird =

Das z liegt offensichtlich im ersten Quadranten und der Winkel ¢ liegt zwischen 0 und 90
Grad. Der cosinus ist gegeben durch

COS SO = ; = — =



und damit ist ¢ = 60° oder im Bogenmaf3

T
Y = 3
3
Insgesamt also:
2 = e'3
Damit bekommen wir dann:
i T\ 300 ; ™ ;
2’300 — (613> — 67,3()03 — 610071'2 - 1
(a) 1+iV3
L300 300, @
2
(a) . T 2w —1+Z\/§
L3002 800 2 @ 2 (613)2 _ i _
2
: (@) z
5303 _ 300 3 @ 3 (613)3 — it — 1

Aufgabe 2) a) GeméiB Gleichung (1.58) aus dem week3.pdf sind die n-ten Einheitswurzeln
gegeben durch

2 = e n .,  k=012,..n—1

Hier haben wir jetzt n = 3 so dass wir die drei Einheitswurzeln

iom 9
20 = 61271'3 — 60 - 1
i2m i i2r —1+/3i
2
iom 2 i 4z _1_\/§i
22 e e 3 = e’ 3 e T s

bekommen. In dem folgenden Bild sind sie in dem Kreis oben rechts unter “n = 3”7 abgebildet:

ok
n—te Komplexe Wurzeln von | (Einheitswurzeln) gl2ma ,k=0,1,2,....n—1

Im

k=0 \k()
I Re 0 /
-
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b) Die Losungen in Teil (a) hatten wir nicht mit z;, 29, z3 bezeichnet, sondern mit zy, z; und
2. Wir miissen dann zeigen:

(z—20)(z—21)(z —2) = 2 —1
Mit
zo = 1
27 = _HT‘/& = w
29 = qu\/ﬁz = w

bekommen wir dann:

(z—2)(z-2)(z-2) = (z-1D(z-w)(z-w)
= (z—1)(2* —wz — wz + ww)

= (z=1)(2* = w+w]z + |[w]?*)

Nun ist
w+w = —1
w = [T =1
Also,
(z—z2)(z—2)(z—2) = (z=-1)(2* = [w+a]z + |w|?)

= (z—=1)(+2z+1)
= 2+ 4+z2-2—-2-1

= 221

und es ist alles gezeigt.

Aufgabe 3) Nehmen wir an, die Gleichung
it { Aci® 1 Beif } = Aeiwtte) 4 poiwits) it o i gist (1)
ist erfiillt. Dann gilt insbesondere
Aelwita) | peilwtth) (o ilwi+)
was aquivalent ist zu

A [cos(wt + @) + i sin(wt+a)] + B [cos(wt + B) + i sin(wt + ) ]
= C[cos(wt+7) + i sin(wt +7) |



oder
A cos(wt + ) + B cos(wt + 3) + i [A sin(wt + ) + B sin(wt + )
= C cos(wt+7) + 1C sin(wt + ) (2)

Gleichung (2) ist eine Gleichheit von komplexen Zahlen. Komplexe Zahlen sind genau dann
gleich, wenn sowohl ihr Realteil als auch ihr Imaginéarteil iibereinstimmen. Also: Die komplexe
Gleichung (2) ist dquivalent zu den beiden reellen Gleichungen

A cos(wt +a) + B cos(wt + ) = C cos(wt +7) (3)
Asin(wt+ ) + Bsin(wt + ) = C sin(wt +7) (4)

Mit anderen Worten: Wenn die Gleichung (1) erfiillt ist, dann ist auch die Gleichung (4)
erfiillt, und das war ja zu zeigen. Die Gleichung (1) ist nun erfiillt, falls die Gleichung (jetzt
nehmen wir nur die Ausdriicke ganz rechts und ganz links in (1) )

eiwt { Aeia + Bez,ﬁ} _ Cei'y eiwt

t

erfiillt ist. Hier konnen wir das ¢! rausdividieren und bekommen

Ce" = Ae + Be’ (5)

Wenn Gleichung (5) erfiillt ist, dann ist auch Gleichung (1) erfiillt und dann ist auch Gleichung
(4) erfiillt was zu zeigen war. Also miissen C' und «y so gewéhlt werden, dass (5) erfiillt ist.
Das C' > 0 koénnen wir bestimmen, indem wir den Betrag von (5) nehmen:

C = |Ce"| = |Ae™ + Be”|

= ’Acosoz—i—iAsina—i—Bcosﬁ—i—iBsinﬁ‘

_ 1/2
= | (Acosa + Bcosf3)* + (Asinoz—l—BSinﬁ)Q}

) 1/2
= | A%cos’a +2ABcosacos 4+ Bcos® B + A%sin® a + 2ABsin asin 8 + B? sin? B]

- 1/2
= | A*[cos’ o+ sin® a] + 2AB [cos a cos 3 + sin asin 3] —I—BQ[COSQB—i—SinQB]]

- 1/2
= AQ+2AB[CosacosB+sinasinﬂ]—I—BQ}

oder, wenn wir noch ein Additionstheorem fiir cos(a + ) oder cos(a — /) benutzen,
1/2
C = [A2—|—2AB Cos(a—6)+B2] (6)

Und das v bekommen wir dann aus der Gleichung

i Ae® + BeB Ae® + BeB 7)
€ - -~ = 1
¢ [ A2+ 2AB cos(a — B) + B?]?

was etwa dquivalent ist zu den beiden reellen Gleichungen

Acosa + B cosf ) Asina 4+ B sinf
cosy = s sy = 1
[ A2+ 2AB cos(a — ) + B2 ]?

[ A2+ 2AB cos(a — f) —i—B?]%



Oder, wenn Sie lieber den tangens mogen, wir konnen auch schreiben

siny  Asina + Bsinf

tany = =
7 CoS 7y A cosa + B cosf3

b) Fiir den Fall

xa(t) = Asint
xp(t) Bsin(t+7/2) = B cost

haben wir dann

a = 0

g = m/2
so dass mit Gleichung (6)

T 1/2 /
C = [A2+2ABCOS(O—§)+B2] = [A2+B2}12

Mit Gleichung (7) bekommen wir dann

Aet® + Bels A+ Bi

e — _

B [A2+B2}% VAT B2

Da wir A, B > 0 vorausgesetzt haben, liegt A + ¢B im ersten Quadranten und wir kénnen
etwa schreiben

v = arctan(%) € [0,

]

S

Mit diesem ~ gilt dann also:
zo(t) = Asint + Bceost = C sin[t+ ]

mit der Amplitutde C' gegeben durch

C = VA2+B .



