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Losungen 12. I"Ibungsblatt
Lineare Algebra fiir AP/UT/iING und MB

Aufgabe 1) a) Mit der Regel von Sarrus bekommen wir

1-A 0 2
det[A—XId] = det 0 —-1-X =2
2 —2 -
= I=MN(=1=N(=A) +04+0 —2-2-(=1=A) — 0 — (1 —\)(=2)(-2)
= AI+N1=A) +4(1+A) — 41— N)
= AM1=AY) 48\ = A9-A%) = 0

Also erhalten wir die drei reellen Eigenwerte

b) Wir miissen die Eigenvektoren bestimmen. Sie sind Losungen des Gleichungssystems

1— A 0 2 (1 \ 0
[A—=XNId]v = 0 —1-X =2 Vg = 0
2 —2 —A Us 0
Fir A = Ay = 0 bekommen wir
1 0 2 (%] 0
0 -1 -2 Vg = 0
2 =2 0 U3 0

Die dritte Zeile ist redundant und wir konnen sie weglassen. Das v3 konnen wir beliebig
vorgeben und bekommen dann

v = —2U3

Vg = —2?}3

Mit der Wahl v = 1 bekommen wir dann einen (unnormierten) Eigenvektor

—2
v = —2
1



Fir A = Ay = +3 bekommen wir

-2 0 2 vy 0
0 -4 2| |wnl| = [0
2 -2 -3/ \us 0

Die dritte Zeile ist redundant und wir kdnnen sie weglassen (..ist nicht sofort offensichtlich,
muss aber so sein). Das vz kénnen wir wieder beliebig vorgeben und bekommen dann, nach-
dem wir die erste Zeile durch 2 und die zweite Zeile durch 4 geteilt haben,

V1 = U3

vy = —uv3/2

Mit der Wahl v3 = 2 bekommen wir dann einen weiteren (unnormierten) Eigenvektor

2
Uy = —1
2
Fir A = A3 = —3 bekommen wir
4 0 2 1 0
0 2 —2 V2 = 0
2 =2 3 (%] 0

Die dritte Zeile ist wieder redundant und wir kénnen sie weglassen (..ebenfalls nicht sofort
offensichtlich, muss aber so sein). Das v3 kénnen wir wieder beliebig vorgeben und bekommen
dann, nachdem wir die erste Zeile durch 4 und die zweite Zeile durch 2 geteilt haben,

v o= —u3/2

Vo = U3

Mit der Wahl v3 = 2 bekommen wir dann einen dritten (unnormierten) Eigenvektor

-1
U3 = 2
2
Offensichtlich haben alle v; dieselbe Lénge ||v;|| = 3 . Die Matrix V' mit den normierten
Eigenvektoren ist dann gegeben durch
-2 2 -1
(T X
V = g 271 172 173 - g —2 —1 2
] 1 2 2

Dieses V muss eine orthogonale Matrix sein, es muss gelten V! = VT oder VIV = Id,
checken wir das eben:

(2 21 -2 2 -1 L (900
VTV:§2—12 2 -1 2 :5090:1d
-1 2 2 1 2 2 00 9



das passt. Die Spalten von V bilden also eine Orthonormalbasis (ONB) des R?.

c) Wir bekommen
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0 -3 6] = (0 -1 -2 = A.
6 -6 0 2 -2 0
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Aufgabe 2) Esist

. = (cosa —\)? + sin®«
sin o cosa — A

det[A—AId] = det (COSO‘_A _Sma)

= cos’a — 2cosa- A+ A +sina = N — 2cosa- N+ 1 . 0

und damit

A = A = cosa+ Veos2a—1 = cosa + vV —sin?a

= cosa +isina = e

In den Spalten von U stehen die normierten Eigenvektoren. Die Eigenvektoren sind gegeben

durch
L [cosa— A —sina U1 (0
[A—Ald]v = ( sin o cos o — /\) (w) N (0)

Fir A miissen wir die Eigenwerte A4 einsetzen und bekommen

Fisina —sina U L 0
sina  Fisina) \vs)  \O
oder, wenn wir beide Zeilen durch sin « teilen,

Fivg — vy = 0

vy Firvg = 0



Die zweite Zeile ist das +1-fache der ersten Zeile und wir konnen sie weglassen. Wir bekom-
men

v = Fivg

und mit der Wahl v; = 1 erhalten wir dann die unnormierten Eigenvektoren

Wegen
[l = (i) = 11+ (@)(=i) = 1+ (#)(=) = 1+1 = 2
1> = (@, 7)) = 11+ (+i)(+i) = 1+ (=i)(+i)) = 1 +1 = 2
haben wir dann
17l = ll7-] = v2
Damit ist die Matrix U gegeben durch
1 1 1
v = ﬁ(—z‘ +i>
und die adjungierte Matrix U* = U” ist gegeben durch
oo opr o L1 1Y L (1 4
B IRV A RV AN
Wir bekommen
U>\+OU*:L116+Z'O‘O.L1+Z'
0 A V2 \—i +i 0 e*) 2 \1l —i
/1 et et
T2\ =i i) \eTe —je@
B 1 €+ia_’_67ia Z’[eJria_efia]
- 9 _i[€+ia_67ia] €+ia+67ia
_ (09804 —sina) _ 4
sinaw  cosa
Aufgabe 3) Die Eigenwerte sind gegeben durch
1—A i 2
det[A — AId] = det ; Y (1=XN)(=1=-X) —i = A=1DA+1) +1

= XMN_-141 =X =0



also wir haben genau einen Eigenwert
A =0

Die Eigenvektoren zum Eigenwert A = 0 sind gegeben durch

(A - 01d]5 = C _Zl) (2) - (8)

Die zweite Zeile ist das i-fache der ersten Zeile und wir kénnen sie weglassen. Es bleibt

U1 + iUQ = 0
und wir bekommen die Eigenvektoren

c- () ()

Das ist aber nur eine eindimensionale Menge und es wird durch die Eigenvektoren nicht der
gesamte C? aufgespannt, also ist das A nicht diagonalisierbar. Und mit expliziter Rechnung,

A = C —Zl> C —21) B (1;:2@2 z‘2i(_—i1)2> N <8 8)

Aufgabe Wir wollen die Matrixelemente von V' mit v; ; und von W mit w; ; bezeichnen,
also
| |
Vo= (vig)imm C
| |
| |
W= (i) = (0
|

Mit Hilfe des Kronecker-Delta’s

5 - 1 falls 1=y
0 falls i g

konnen wir die Matrixelemente von D schreiben als

.....

Bezeichnet dann [M];; den 4, j-Eintrag einer beliebigen Matrix M, dann ist das ¢, j-Element
von WDVT gegeben durch

WDV, = Y Wie [DVT]k; = 3 Wik 2 [Dlke [V ey
k=1 k=1 /=1
= >3 Wik M Oke Vi = Y, Wik A Uik
k=1 (=1 k=1



Nun gilt mit den eingefiihrten Notationen

| w1 k
wk =
| W, k
und
(= &% —) = (vig VUn,k)
so dass
|
7I])k ( - Uk - ) - wi,k Uj,k
‘ %,]
und damit
T m m l
WDV = > Mwirvie = >, A W (—
k=1 k=1 |

Also stimmen die linke und die rechte Seite von

m |
WDVT = Z/\k 0,
k=1 ]

elementweise iiberein und damit ist alles gezeigt.

i?j



