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week3a: Auffrischung Finanzmathematik I

Optionspreisbewertung im Black-Scholes Modell

Das zeitdiskrete Black-Scholes Modell war gegeben durch die Preisdynamik

Stk = Stk_1(1+MAt+UVAt¢k) (1)

mit t, = kAt und reellen Konstanten ¢ und ¢ und unabhangigen, standard-normalverteilten
Zufallszahlen {¢y,}7_,. Wir hatten gesehen, dass fiir kleine At die stochastische Rekursion (1)
durch den folgenden Ausdruck gelost wird, der auch als geometrische Brownsche Bewegung
bezeichnet wird:

0.2
Stk = Sto exp{ O Ty, + <M - ?)tk } (2)

wobei das wy,, eine Brownsche Bewegung in diskreter Zeit, die folgende Kombination von
standard-normalverteilten Zufallszahlen ist,

k
thk = VvV At Z ij
j=1

Wir wollen uns zunéachst an das folgende Theorem erinnern, was besagt, dass die Summe
von normalverteilten Zufallszahlen wieder normalverteilt ist, und was typischerweise in einer
Stochastik-Vorlesung bewiesen wird. In der Stochastik II Vorlesung aus dem SS2021 wurde
das etwa in dem Theorem 2.2.1 in dem week3a.pdf gemacht, http://hsrm-mathematik.de/
SS2021/semester4/Stochastik2/week3a.pdf . Oder in der Finanzmathematik I hatten wir
das in dem Kapitel 4.2 iber Brownsche Bewegung und Wiener-Mass gemacht.

Theorem (Summe von normalverteilten Zufallszahlen): Es seien ¢1, ¢, -+, ¢p
normalverteilte Zufallsvariablen mit Mittelwerten gy, po, -+, i, und Standardabweichun-
gen oy, 0y, -+, 0, Dann gilt: Die Summe

b == Gttt b
ist normalverteilt mit Mittelwert

Boo= p1 o pg At
und Varianz

2 2
c° = o1 +oy + -+ 0,


http://hsrm-mathematik.de/SS2021/semester4/Stochastik2/week3a.pdf
http://hsrm-mathematik.de/SS2021/semester4/Stochastik2/week3a.pdf

Das heisst genauer, fiir eine beliebige Funktion f:R — R gilt

n ,M i = g
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Rn f((bl (b ) kl;Il ¢ g \/27‘(‘0’]% /R f((b) ez V2mo? ( )

Als unmittelbare Konsequenz daraus konnen wir zunéachst mal das folgende Theorem festhal-
ten:

Theorem: Es seien {¢}_, eine Folge von unabhéngigen, standard-normalverteilten Zufall-
szahlen und

k
Ty, =V At Z ¢j
j=1

sei eine Brownsche Bewegung in diskreter Zeit mit ¢, = kAt. Dann gilt fiir beliebige Funk-
tionen f:R —R

2

E[f(ze)] = / fw) e T o (4)

Beweis: Wir wenden das Theorem 2.2.1 aus der Stochastik II an mit n = k£ und

o= p1+ po + o0+ g
= 04+04---+0 = 0

und Varianz

2 2 2
g :0-1+0-2+"+0-k

l+14+--+1 =k

und bekommen

E[f(xtk)} =

i
&
— S —

und das Theorem ist bewiesen. W

Wir wollen jetzt das zeitdiskrete Black-Scholes Modell (1) durch ein Binomial-Modell appro-
ximieren. Das zeitdiskrete Black-Scholes Modell hat die Returns

ret,, = pAt 4+ oVALY



mit E[¢x] = 0 und V[¢] = 1. Diese Returns wollen wir ersetzen durch Returns, die nur zwei
Einstellungsmoglichkeiten ret,, und retgown zulassen. Die folgende Wahl bietet sich an:

rety, = pAt + ovVAL
retgown = pAL — o VAL

oder etwas anders geschrieben

rety, = pAt+ oVAte, (5)
mit den Zufallszahlen
+1  mit W'keit 1/2
f = ke l/ ()
—1  mit Wkeit 1/2

Wir haben dann ebenfalls

E[e] — +1><-+(—1)><% _ 0
und
Vier] = Ele2] — (Ele])” = E[}]
= (+1)2><%+(—1)2><% = 1

Wir betrachten also das N-Perioden Binomialmodell mit Preisdynamik

Stk = Stk71(1+MAt+UVAt€k) (7)

Wenn sich ¢ up-Returns realisiert haben, ist der Preis S;, gegeben durch

Sne = So(l + nAt + ax/A_t)Z(l + uAt — a\/Kt)N_Z

Erwartungswerte in diesem Binomialmodell sind dann gegeben durch

m

(7S] = E[£(S (1 + xet))

J=1

N
= Z f(Sny,) x Prob[ es gibt £ up-returns |

=S s () () (1)



wahrend Erwartungswerte im zeitdiskreten Black-Scholes Modell gegeben sind durch

E[f(StN)} = E[f(So ﬁ(l—l—retj))}

J=1

At—0

v p [ £ (S0 exp{ oy, + (= 5)tn } ) }

ausfiihrlic - N ¢f d¢
fiihrlich /RNf<SO exp{ Jth—k(u—;)tN}) kl;Il e ’ \/%
Thm. Stochastik II o2 _ﬂzi dz
= /Rf(So exp{ax—i—(u—?)t]v}) e %N \/m
= EPS[ £(Sty) ] (9)

mit
N
Tty = VAt Z o]
k=1
In der Finanzmathematik I hatten wir dann das folgende Theorem bewiesen:

Theorem: Es sei T = ty = NAt ein fester Zeithorizont. Wir betrachten den Grenzwert
At — 0, N — oo mit T = NAt fest. Fiir eine beliebige Funktion f : R — R sei EPS[.]
der Erwartungswert im zeitdiskreten Black-Scholes Modell gegeben durch (9) und EP®[.]
sei der Erwartungswert im approximierenden Binomialmodell gegeben durch (8). Dann gilt:

lim EP"[ f(Sr)] = E™[f(5r)] (10)

At—0

oder explizit

2

lim i f(Snye) x L (N) = /f(So exp{ a:zc—l—(u—‘ﬁ)T}) e o (11)
At—0 P ’ N\ ¢ R 2 V2rT

mit

Sne = So(1+ pAt + o VAL (1 + pat — o VALY (12)

Diese Resultate konnten wir dann benutzen, um den Preis einer Option im Black-Scholes
Modell zu berechnen. Fassen wir das vielleicht am Donnerstag noch einmal zusammen, bevor
wir dann nachste Woche mit den neuen Finanzmathematik II Sachen beginnen. Halten wir
vorher noch die folgende Definition aus der Finanzmathematik I fest:

Definition (Wiener-Mass und Brownsche Bewegung): Es sei t;, = kdt mit k =
0,1,...,N und ¢t = 0 und ty = Ndt =: T eine Diskretisierung des Zeitintervalls [0, 7).
Dann heisst
o ddy

V2m

W) = T e



das Wiener-Mass auf dem RY und, schreiben wir es nochmal hin, die Kombination von
Integrationsvariablen

k
Ty, = V At Z ¢J
j=1

heisst eine Brownsche Bewegung.



