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B Wasistein Derivat oder eine Option ?

B Rein mathematisch gesprochen: Eine Option auf einen
Basiswert S (etwaeine Aktie) mit Falligkeitsdatum T
Ist  ene beliebige Auszahlungs-Funktion f(S;) .

Der Kaufer der Option f bekommt bei Falligkeitt =T
den Betrag f(S;) vom Optionsverkaufer auspezahlt.
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B Wir betrachten eine Aktie mit eenem Zeithorizont von 1 Woche:

t=0 t=T =1 Woche

1-p = 40% S;=95

S, = 100
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B Standard-Kauf-Option: f(S;) :==max{ S;—-S,, 0}

t=0 t=T =1Woche Auszahlung der Option:

W S; = 105 5 = max{ 105-100,0]}

1-p = 40% S =95 0

S, = 100

max{ 95—-100, 0}
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B Standard-Kauf-Option: f(S;) :==max{ S;—-S,, 0}

t=0 t=T =1Woche Auszahlung der Option:
W S; =105 5 = max{ 105-100,0}
S, =100
1-p = 40% S;=95 0 = max{ 95-100,0}

B FRAGE: Waswiurden Siedafir bal t =0 bezahlen?
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B Man konnte meinen:

Optionspreis = 60% * 5 Euro + 40% * O Euro = 3 Euro.

B Dasidt falsch, wiewir gleich sehen werden. Nehmen wir an, das
ware richtig. Es konnte folgendes passieren:

Ein grosser Investor mdchte 1 Million von diesen Optionen
bel einer Bank kaufen. Die Bank bekame alsobel t =0
3 Millionen Euro.

Die Zeit von 1 Woche vergeht und die Aktie ist entweder gestiegen
oder gefallen.



Ein einfaches Beispiel: a
B |st dieAktie gefallen, misste die Bank nichts an den Investor zahlen
und hatte auf einen Schlag 3 Mio Gewinn gemacht.

B |st die Aktie jedoch gestiegen, misste die Bank 5 Mio an den
Investor zahlen und hétte auf einen Schlag 2 Mio Verlust gemacht.

B Derartige Risiken wollen Banken nicht eingehen. Sondern, annlich
wie ein Autohandler, mochte eine Bank ein paar Prozent Gewinn
pro verkaufter Option machen, egal, ob die zu Grunde liegende Aktie
steigt oder fallt.

B Esist en fundamentales Resultat der Finanzmathematik, dass das
tatsachlich moglich ist. Und zwar muss die Bank dazu in diesem
Beispiel folgendes machen:
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B Als Optionspreis muss sie nur 2,50 Euro verlangen (also keine 3 Euro).

B Dann mussdie Bank bel t =0 eine halbe Aktie kaufen.

B Bea Fdligkeit der Optionbei t=T =1 Woche muss die Bank diese
halbe Aktie dann wieder verkaufen:

BankPortfolio heute = 250 = 250 — 50 +50
= -47,50(cash) + halbe Aktie

105/2 = -47,50+52,50 =5 Euro

BankPortfolio 1Woche = -47,50(cash) +
95/2 =-47,50+47,50 =0 Euro

Also: BankPortfolio 1Woche = option_payoff
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B Also: Mit der Handelsstrategie “ Kaufe eine halbe Aktie’ ist die Bank
In der Lage, den option payoff exakt zu replizieren.

B Der fairePreiseiner Option ist dann das Geld, das man braucht,
um eine replizierende Strategie aufsetzen zu konnen.

B |ndem Beispiel waren dasalso nur 2,50 Euro.

B Der tatsichliche Preis einer Option ist dann vielleicht 2,70 Euro oder
2,65 Euro oder 2,60 Euro..



A Redlistic Modd with Stoch Vol and Stochastic Rates:

Theorem: Suppose that the real world (not risk neutral) processes for some stock S;.,
variance 14 and short term interest rate r; are given by

L = pdt+ JrdB;
dv; afvg, t)dt + 3y/v dBY (52)
dry = m(r,t)dt +odB]

with correlations

dB® . dB¥ ps, dt
dB® . dB" ps. dt (53)
dB” .dB" = p,.dt

Let H = H(S7) be the payoff of some derivative which is to be priced and let
v = vUg+ fﬂt Ou ds, + fﬂf Ny dey + fcf Do APy (54)

be the discounted time t value of a self financing strategy which holds at time u 4, stocks,
1y plain vanilla options C(Sy, vy.ry, u) and p, zero bonds P(r,,u). Then the following
statements hold:



A Redlistic Modd with Stoch Vol and Stochastic Rates:

a) If the hedge instruments P and C are consistently priced in the model (52), then
the functions

%Prr—FPt —rP

m(r,t) = — N (55)
'
~ I'.SC:“‘]'TE.L?T—:L 52!’/'{__"__"5-‘—_-"32 L"C":)y"-frgfirr
al(S,p,rt) = ——= 2 o J
- BuSps..Cau+vveSps »Car+BVUopy »Cour+Ci—rC {56)
Cr;_: .

have to be some universal functions independent of the particular choice of P and

C.
b) Define the differential operator (for some function V=V (S,v.r.t) )

Erisk net ra]_ ";'Ir = T'SI{S‘ —|_ E'f-{ff:) _|_ ﬁl-{‘:ﬂ _|_ %(i_\rz I/ LISS _|_ }92 I.-J-L":;_;I__.l —|_ G—Elf;-r) {5?)
+ Br SﬂS..!r’ 1';5'13 =0 RKJE{T‘S'.IGS.TI"FS'-I' + 3 Vf;gpu.rwxr 2 i T'IE =W

Suppose that V' is a solution of the PDE

f-‘-risk nequalI’F = 0 (58)
V(S,v,r,T) = H(Sr)



A Redlistic Modd with Stoch Vol and Stochastic Rates:

and define

n = & (59)
§ = Vs —r;rfs (60)
p = F-N% (61)

Then (54) is in fact a replicating strategy for H. That is,
V(S,v,r,0) + [T 6,ds, + [ mdeo+ [T pedpy = e Jo "® H(Sp)  (62)
where

g = e~ o ed S
o e Jo et C (S, 1,7, 1) (63)
P = e lo medt P(r¢, 1)

and (62) holds for all real world processes S;, v; and r; which are given by (52) (and

which are to be substituted on the right hand side of (63)). In particular, the option
price

option price = V(S,v,r,0) (64)

eiven by the solution of (58,69), 1s independent of u, m and a but only depends on
m, & and the vol and correlation parameters.
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c) Let
H = H({S:, i }o<i<T) (65)

be the pavoff of some exotic option. Then the price of this option is given by
price(H) = E|e= i " H({S,, Fi}ocicr)] (66)

where (S;, 4, 7:) are given by the risk neutral SDE system

dSe = F,dt + /5, dB?

o

din, = @by, t)dt + B\ dBY (67)
dry = m(re,t) u’f+r:rfEB’

with correlated Brownian motions

dB® .dB* = pg,dt
dB® . dB" = pg,dt (68)
dBY .dB" = p,,dt

Here 1t and & are the universal functions (55,56).
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