Hochschule RheinMain Finanzmathematik 11
Prof. Dr. D. Lehmann SS 2025

weekl1l: Mean Reversion Prozesse: Ornstein-Uhlenbeck,
Cox-Ingersoll-Ross und GARCH-Diffusion

Mean reversion Prozesse werden in der Finanzmathematik zum Modellieren von stochasti-
schen Zinsen oder stochastischen Volatilitaten benutzt. Wir wollen uns die folgenden 3
Prozesse anschauen:

Definition 11.1:  Der Ornstein-Uhlenbeck-Prozess oder auch OU-Prozess 1vq, der Cox-
Ingersoll-Ross-Prozess oder auch CIR-Prozess (oder auch square root oder SQR-Prozess in
der 6konometrischen Literatur) vo und der GARCH-Diffusion-Prozess oder auch GD-Prozess
v3 sind gegeben durch die folgenden stochastischen Differentialgleichungen:

dviy = ri(h —vi)dt + Brday
dl/27t = I{Q(DQ — VQ,t) dt + 52 w/VQ,t dl’t (1)

dVg’t = 53(1/3 — 1/3715) dt + 53 1/3’15 d%t

mit Modell-Parametern k;, 7; und 8; und z; eine Brownsche Bewegung.

In diskreter Zeit t = t;, = kAt ist die Brownsche Bewegung gegeben durch
Ty, = VAL 25:1 b; (2)
mit standard-normalverteilten ¢;’s, so dass das dz; gegeben ist durch
dr,, = xy —xy, = VAL (3)

Die SDEs (1) sind dann &quivalent zu den folgenden stochastischen Rekursionen:

Vg, = Vi, + kil — g, ) At + B VAL ¢
Vo, = Vo, , + Ke(th —1ay, )AL + Ban/ vor,_, VAL @y (4)

V3, = sy, + Ka(Us—uvsy, )AL + Bavsy, VAL @

Die SDEs fiir den OU- und den GD-Prozess konnen explizit gelost werden. Schauen wir uns
zunéchst den OU-Prozess an:

Theorem 11.1: Die SDE fir den Ornstein-Uhlenbeck Prozess

dvy = k(U —w)dt + fdxy (5)



wird gelost von

v = 0+ (v—p)e ™ + B[ e dr, (6)

Beweis: Nehmen wir an, die Formel (6) wére nicht gegeben und wir miissten sie herleiten.
Wir machen den Ansatz

v, = a; vy + b (7)

mit deterministischen Funktionen a; und b; (das heisst, da sollen keine Zufallszahlen drin sein)
und versuchen, a; und b; so zu wahlen, dass wir fiir 7 eine einfachere Gleichung bekommen,
die wir sofort 16sen konnen. Wir haben

dl;t = d/t dt vy + a th -+ i)t dt
= dtdtVt + at[li(ﬂ—l/t)dt—f—ﬁdl’t] +btdt
= { c'zt vy + a KJ(I; — l/t) + i)t }dt + ﬁat dl’t (8)

Wir wollen a; und b; so wahlen, dass der Drift-Anteil der obigen Gleichung, die geschweifte
Klammer vor dem dt, verschwindet. Also:

(a — Kay)vy + KU ay + by = 0 (9)
oder
a; — ka; = 0 (10)
kva; + by = 0 (11)
Aus Gleichung (10) folgt:
a; = age™™ (12)
so dass
by = —kiaget™ (13)
oder
by = by — vag (et —1) (14)

Mit dieser Wahl von a; und b; tut die geschweifte Klammer in (37) verschwinden und die SDE
fir 7, lautet

dv, = fagdr,
= Bage™ dx, (15)
und wir bekommen
U — 1y = Pag fg et dug (16)

Wegen

U o= avy + by



ist dann

Vy = i(ﬁt — bt)

- %eint{ vy + Bag fot et de, — by + pag (e —1) )
= %e‘“t{ vo + Bag fg e dr, — by + vag(e™ —1) }
= B fye " dy + e {n = b — vay } + 7 (17)
Insbesondere,
VOZJ—O{ﬂo—bO—DaO}ij (18)
und damit
o= B Ly dn, e =) + 7 (19)

und das Theorem ist bewiesen. W

Folgerungen: a) Erwartungswert und Varianz eines Ornstein-Uhlenbeck Prozesses sind
gegeben durch (hatten wir schon im Theorem 10.4 im week10 gezeigt)

Elv,] = + (vg — v)e "™

Vi) = 21— e

2K

|Q R

b) Als Summe von normalverteilten Zufallszahlen ist v, wieder normalverteilt, es gilt

_ 1 o] [P+ =P
Prob[y, € (vv+dv)] = \/27 % T P{ 5 % (1 — e2nt) } d

GARCH-Diffusion:
Schauen wir uns jetzt den GARCH-Diffusion Prozess an, die SDE lautet:
dvy = k(U —1)dt + By dr (20)
Betrachten wir zunachst die SDE fiir v = 0,
dvy, = —kUpdt + Brydry (21)

Das ist von der Form her wie das Black-Scholes Modell,
dv,

2

= —kdt + fdx, (22)

und die Losung ist also gegeben durch

o= Bt — (k+8%/2)t (23)



Um eine Losung von (20) zu erhalten, machen wir dann den Ansatz
v = aiy = ap ettt (n52/2)t
und wir wollen annehmen, dass miissen wir dann hinterher noch checken, dass
da,diy, = 0
Dann bekommen wir
dv, = da; vy + apdig

= duv, + a{—rkipdt + Bryda, )

= da vy — Kypdt + Bryday

= k(v —uy)dt + By dr
und damit

da; vy, = dayig et~ (8220t L 5 dt

oder

= 7

(24)

(25)

(26)

(27)

(28)

Da gemiss (28) das da; keinen dz;-Anteil hat, sondern nur einen dt-Teil, ist die Gleichung

(25) erfiillt. Wir integrieren (28) und bekommen
a; —ag = ’;—Z fot e~ Brs + (k+5%/2)s g
und damit
Vy = Q ﬂt = Q¢ 1;0 eﬂ‘“ — (s +62/2)t
= Lag 4 5 [ eBm b8 /D8 g ) P~ (et
0

=y ePu (WD 4 f; etBai—zs) — (k+82/2)(t=5) g

Wir halten das Resultat in dem folgenden Theorem fest:

Theorem 11.2: Die SDE fir den GARCH-Diffusion Prozess
dvy, = k(U —1)dt + Prydxy

wird gelost von

Vt = 1/0 eﬁmt - (H+62/2)t + K/D f(; 6"'5(5“—358) - (H+62/2)(t_s) ds

(29)

(30)

(31)

(32)



Bemerkungen:

1) Fiir positive vy, 7, k ist der GD-Prozess offensichtlich immer positiv, fiir den OU-Prozess
sind auch negative Werte moglich, der ist ja normalverteilt.

2) Der Erwartungswert fiir den GD-Prozess ist derselbe wie der fiir den OU-Prozess, wenn

wir etwa die explizite Darstellung (32) benutzen, bekommen wir unter Berticksichtigung
von

E[e7®—o"2] = 1 (33)
das Resultat
Elv,] = w E[eﬁmtf(n+ﬁ2/2)t] + KD fotE[6+ﬁ(wrzs)7(~+52/2)(t78)} ds
= e " + ki fge_”(t_s)ds

= e " +r(l—e") (34)

und das ist identisch mit dem OU-Resultat.

Fiir den OU- und den GD-Prozess konnten wir die stochastische Differentialgleichung explizit
losen. Fiir den CIR-Prozess ist keine explizite Darstellung bekannt. Nichtsdestotrotz ist
es moglich, die Erwartungswerte und Varianzen der Prozesse in allen 3 Fallen explizit zu
berechnen. Die Erwartungswerte werden in der zweiten Aufgabe auf dem Ubungsblatt 11
berechnet. Die Rechnung fiir die Varianzen wollen wir uns hier jetzt noch anschauen:

Aufgabe: Fiirve {0, 1/2, 1} sei v, gegeben durch
dvy = k(U —v)dt + Bv dxy
und E(t) = E[14] sei der Erwartungswert von v; gegeben durch die Formel
E(t) = Eln] = we ™ + v(l—e ")

Definieren wir

dann ist die Varianz von v, gegeben durch
Vil = F(t) - EB(t)’
a) Zeigen Sie, dass v} folgende SDE erfiillt:

dvf) = 26— 1) + + B2} Mdt + 28] da (35)



b) Folgern Sie mit Hilfe von (35): F(t) erfiillt die folgenden Differentialgleichungen:

7y=0: F'(t) + 26F(t) = 2k E(t)+ B
y=1/2: F'(t)+2xF(t) = (2k0+ (%) E(t)
y=1: F'(t)+ 2k — B F(t) = 2kvE(t)

c) Die DGLs aus (b) lassen sich alle in geschlossener Form 16sen. Wir betrachten lediglich
den Limes t — oco. Zeigen Sie:

62
v=0: tIEEOV[Vt] = 5
_1/2: : _ (BVY)?
=172 vl = O
(Br)?
falls 5% <2
v=1: lim V[v,]| = < 2k — 32 alls f% < 2«
e 400 falls 3% > 2k

Losung: a) Wir haben

1
d(v?) = 2w.dy + 3 2 (dvy)?

= 24 [k(T—v)dt + Bujde] + [k —w)dt + ﬁv]dq:t]g

= 2Vt[li(l7—l/t)dt + /thvdmt] + [5V;’dxt]2
= 2 [k(F—w)dt + Bv]dz,] + B2 dt
= [26(0v — ) + B2 ]dt + 281 dxy

b) Wir nehmen den Erwartungswert von (6) und bekommen:
E[d0?)] = {Zm(ﬂE[Vt] — E[]) + BERP] }dt +0

Wegen

und mit den Definitionen

=
i
&
—~
~
~—
|
m
=

liefert das dann
dF, = {2/@(17E[yt] — E[]) + BPERP }dt

= {21{(17Et - Ft) + B2 E[Vt%] }dt



oder
F| + 25F, = 2k0E, + B2E[1]

E[1] fir v=0
= 260 E; + % QEly] fiir y=1/2
E[v}] fir y=1

und damit
1 fir vy =0
F) +2xF, = 2s0E, + B> E, fiir y=1/2
F, fir v=1
c) Fiir den Limes t — oo ersetzen wir das E; durch
tligloEt = tli)r?o{ﬂ—i—(yo—ﬂ)e*“t} = U
und bekommen die folgenden DGLs: Fiir v = 0,
F + 2k F, = 2xi* + B2 (36)
Fir v =1/2,
F/ + 2k F, = 2x0* + (0 (37)
Und fiir v =1,
Fl +2xF, = 2k + B°F,
oder

F/ + 26— BHF, = 2k0° (38)

(36-38) sind lineare, inhomogene Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten. Die
Losung ist die allgemeine Losung der homogenen Gleichung plus eine partikulare oder spezielle
Losung der inhomogenen Gleichung. Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung ist fiir
v € {0,1/2,1}, in der Reihenfolge,

F, = ce (39)
F, = cye 2t (40)
F, = cye 00 (41)

Eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung ist, wieder fir v € {0,1/2,1}, in der
Reihenfolge,

k2 2
F o= 2 o s (42)
F, = wris (43)
E = Qi’iﬂﬁ2 (44)



Im Limes ¢ — oo geht der homogene Anteil nach 0, im Fall v = 1 nur fiir 2k > (2, so dass
. . 2
tliglov[l/t] - tllglo{ - B

= hm Ft — 172
t—o0

(
2 | B2 =2
v —|——2E v

_ —2 | B -2
- l/+2f<, v

2k> =2
L 2k—32 v

52

2K
_ B%v

2K

2102 2 (25—f2)
2Kk— 32

£ fir v =20
= {2 fiir v =1/2

% fir y=1 [ |
\



