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week10: Der Ornstein Uhlenbeck Prozess in diskreter Zeit

Wir diskretisieren das Zeitintervall [0, 7] mit einem At geméss
0, 7] ~ {0,At,2At,--- ,nAt} =t {to,t1,la, -+ ,tn}

mit ¢, = kAt und einer End-Zeit T' = ¢, = nAt so dass wir also n = T'/At Zeitpunkte
haben (oder n + 1 mit dem ¢y = 0). In jedem Zeitpunkt ¢, = kAt ziehen wir eine neue,
standard-normalverteilte Zufallszahl ¢, die dann am Ende gegen die Dichte der Standard-
Normalverteilung
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integriert werden soll. Ein allgemeiner stochastischer Prozess oder genauer eine allgemeine
Ito-Diffusion in diskreter Zeit

{ Xy, }Z:O
ist dann typischerweise gegeben durch eine Rekursion von der Form
th = th,l + CL(th,l;tkfl) At + b(th,lytkfl) \/At Qbk (1)

wobei der Startwert X;, = x( eine fest vorgegebene Zahl ist. Erinnern wir uns zunéchst noch
einmal daran, warum wir als Vorfaktor vor dem ¢, auf der rechten Seiten von (1) ein VAt
brauchen, aber kein At. Dazu das erste

Beispiel 1 (Brownsche Bewegung): Wir wihlen

= 0
b =1

und bekommen so die Rekursion
th - th,1 + v At ¢k’ (2)

Die konnen wir explizit 16sen:

j=1



Eine standard Brownsche Bewegung hat den Startwert X, := 0 und wir wollen sie im folgen-
den mit einem kleinem x;, bezeichnen, also

= VAt ﬁ;@ (4)

Wieso steht da ein v At? Wir miissen uns an das folgende Theorem aus der Stochastik
erinnern:

Theorem 10.1: Es seien ¢q, ¢o, -+, ¢, normalverteilte Zufallsvariablen mit Mittelwer-
ten pq, f2, -+, i, und Standardabweichungen oy, oo, -+, 0, Dann gilt: Die Summe

O = G+ bt e+ oy

ist normalverteilt mit Mittelwert

po= p1A pe Ao+ (5)
und Varianz
o> = of +o05+ -+ o0 (6)
oder Standardabweichung
o = {Uf + a% + ot 02}1/2

Das heisst genauer, fiir eine beliebige Funktion f:R — R gilt

_ (b —n1)?

n _(e=w)?
[ JGi ko) Qe T = | ) S (7)

mit p und o2 gegeben durch (5) und (6).

Wenn wir die Brownsche Bewegung in (4) etwa folgendermassen schreiben,
k
Sk = 20 (9)
j=1

dann ist das s, also einfach eine Summe von k standard normalverteilten Zufallszahlen. Nach
dem Theorem 10.1 gilt dann: Das s ist wieder normalverteilt mit Mittelwert

ps, = E[sg] = 0+ ---+0 =0 (10)
————
k Stueck
und Varianz
o2 = Vs = 14~ +1 =k (11)

k Stueck



Die Brownsche Bewegung
k
Ty, =V At S = V At Z Qb] (12)
j=1

ist dann also eine normalverteilte Zufallsvariable mit Erwartungswert
Elzy,] = 0 (13)

und Varianz
Viz, ] = V[VAts] = (VA)?V[si] = Atk = t, (14)

Mit anderen Worten, die Varianz hat einen wohldefinierten, nichttrivialen Grenzwert im Kon-
tinuumslimes At — 0, k& — oo mit ¢, = kAt =: t fest, ndmlich V[z;] = t. Wenn wir anstatt
VAL 2§:1 ¢; etwa eine Summe

k
j=1
definiert hatten, wirden wir auf

At—0

V[z, ] = V[Atsy] = (At)?V[sy] = (At)*k = Attp, =0 (16)
kommen und wir hatten im wesentlichen im Limes At — 0, k& — oo mit ¢, = kAt =: t fest

At =0 )

Definieren wir noch ein Az, fiir die Brownsche Bewegung (4) durch
4
Az = myy, — Ty, @ VAL ¢y, (18)
dann konnen wir die Rekursion in (1) auch folgendermassen schreiben:

Xt = th—l + a(thil,tk,l) At + b(th,l,tkq)Athk (19)

k
oder

Ath = th — th71 = G(thil,tk_l)At + b(th717tk_1) A,Ttk (20)

Eine Rekursion in der Form (20) wird dann auch als stochastische Differentialgleichung be-
zeichnet, im Kontinuumslimes benutzt man die Notation

dXt = G(Xt,t) dt + b(Xt,t> dl’t (21)

wobei die genaue Definition von (21) durch (20) gegeben ist. Bevor wir jetzt den Ornstein-
Uhlenbeck Prozess hinschreiben, machen wir eben noch ein zweites



Beispiel 2 (deterministische DGL): Wir wéhlen
b = 0 (22)
und
a(X,t) = a(X) = k(p—X) (23)

mit Konstanten x und p. Dann bekommen wir die Rekursion

Ath = H(N - thq) At (24)
oder
AX,,
Att = K“(/L - th71) (25)

Im Kontinuumslimes At — 0 wird das zu

dX

X'(t) = r

— (u—X) (26)

Das ist dann einfach eine gewohnliche DGL, die wir mit Trennung der Variablen 16sen kénnen:

dX

= kdt
p—X "
oder
X
tdX t ,U_Xt
—— = —loglp—X —lo = Kt
/XO X glu— X1 S
oder
=X, = (u—Xo)e ™
und damit
Xi = p+ (Xo—p)e™ (27)

Die Rekursion (24) ist noch hinreichend einfach, so dass man sogar fiir festes At, also nicht
nur im Limes At — 0, eine explizite Losung erhéalt. Es gilt das folgende

Lemma 10.2: a) Gegeben sei die Zahl o und die Zahlenfolge {cx}72,. Dann gilt: Die
Rekursion

Ty = QTp_1 + ¢ k=1,2,..

mit Startwert zy wird gelost von



b) Die Rekursion

Ath = Xt — th—l = /i(lu — th—l) At

k

wird gelost von

Xy, = p+ (Xo—p)(1—rAD* = u+(Xo—u)< _%)k

Beweis: a) Mit Induktion: Fiir £ = 1 haben wir
1 .
r, = a'zg + Yol = axg + o
j=1
und das ist korrekt. Die Formel gelte fiir k. Dann bekommen wir
Tpy1 = QT + Cry

k .
= a{ aFry + chozk_]} + Cri1
j=1

k
k1 ket 1—j
= "y + Y ad™t T +

7j=1
k+1 ,
= oMty £ 3 ¢ ot
j=1
Damit ist der Teil (a) bewiesen.
b) Die Rekursion ist gegeben durch
Xy, = Xy, + H(N_thq)At

= (1—-rAt) Xy, , + kpAt

Wir kénnen also den Teil (a) anwenden mit

a = 1— kKAt
c, = ¢ = KuAt

und bekommen die explizite Darstellung

k .
X, = o"Xg + Y car

k

= ofX, + ¢ o

= O{kXO + c

(28)

(29)



mit

= = W (30)

Also,
X, = o*zg + p(1—-a" = p+ oF(xe—p)

und Teil (b) ist bewiesen. W
Jetzt konnen wir den zeitdiskreten Ornstein-Uhlenbeck Prozess definieren:

Definition 10.3 (OU-Prozess in diskreter Zeit): Ein zeitdiskreter Ornstein-Uhlenbeck
Prozess {X;, }}_, ist gegeben durch die stochastische Rekursion

X, = X, + klp—Xy )AL + o VAL ¢y (31)

wobei die {¢x}}_; unabhingige, standard-normalverteilte Zufallszahlen sind.

Wir konnen das Lemma 10.2 anwenden und bekommen die folgende explizite Darstellung in
diskreter Zeit:

Theorem 10.4 (explizite Darstellung fiir den OU-Prozess): Die Rekursion (31) fiir
den zeitdiskreten Ornstein-Uhlenbeck Prozess wird gelost von

X = p+ (Xo—p) (1— kA + oVAE Y 6, (1 — kAHH (3
j=1

Insbesondere ist jedes X;, normalverteilt mit

E[X;,] = n+ (Xo—p)(1—rAt)" (33)
02 1— (1 —rAt)*
V[ X = — 4
[ Xu] K 2 — kAt (34)
Im Kontinuumslimes At — 0, k — oo mit t;, = kAt =: t fest ergibt sich:
1 — _ —kt
Aim E[X ] = p 4 (Xo—p)e (35)
lim V[X, ] AR 36
A wl = 5 (I—e™) (36)



Beweis: Die Rekursion ist gegeben durch
Xy = Xy + 65(p— Xy )AL + o VAL ¢y
= (1-rA)X:, , + KAt + o VAL ¢
= aXy , + ¢
mit
a = 1—kKAt
cr = RKuAt + o VAL ¢

Wir kénnen den Teil (a) vom Lemma 10.2 anwenden und bekommen die explizite Darstellung
k ,
X, = o"Xg + Y ¢ahi

k
J=1

k ,
= "X, + S (ruAt + cr\/Atgbj)ozk_J
j=1

k—1 k ,
= "Xy + kAt Y o + o VALY ¢jak
=0 j=1

1— ok k .
= "Xy + kuAt . C 4 oVAL S ¢k
mit
K At K At
1-a  wat "
Also,

k A
X, = o"Xg + p(1—0a") + oVAL Y ¢jaF
j=1
k .
— p+ afao— ) + o VALY g0k
j=1

mit « =1 — kAt. Damit ist die Gleichung (32) gezeigt.

Da die ¢; unabhangige, standard-normalverteilte Zufallszahlen sind, gilt

E[¢;] = 0
Eloitn] = b
Also,
E(Xo] = 4+ a*wo—p) + o VAL Y Edy]abd
j=1

= o arao—p)



und
VX, ] = E[(X, - X))’
~ E[(r VA 30,0 )]

= o?At fj E[di¢; ] " aF I

ij=1

k ) ,
= o?At Y & jaF ik

t,j=1

k , k—1
= ALY (@) = ALY (o)
j=1 =0

1 — a2k 1 — a2k
’ 1—a? ? (1—-a)(l+a)
_ 1 — (1 — kAt _ o 1— (1 — kAL
KAL(2 — KAL) K 2 — KAt
Wegen
I{JAt k Iitk
o (—sanf = (1-Z = (1-=*%
= (- rat (1- =k g
ty =:fest (1 . K/_t)k k—_%;O 6_515
k
bekommen wir dann im Limes At — 0 oder £ — 00
. - . k .
SmELXD = fmin + ol }
= p+ (wo—p)e™
und
21_ 1— AtQk 21 —2kt 2
lm V[Y,] = pm & AZUZRAOT ot oo
At—0 At—0 K 2 — kAt K 2 2K

Damit ist das Theorem bewiesen. W

Continuous Time Notation

Die Rekursion fiir den OU-Prozess war

Xt th71 + H(M — th—l) At + oV At (bk

k

)k



Mit
Ath = Xt
Axy, = xy, — x4, = VAl @

konnen wir dann auch schreiben
AXy, = k(p— Xy ) At + 0 Axy,
In stetiger Zeit benutzt man dann die Notation
dX; = k(p—Xy)dt + odxy
Und die Losung

k .
Xy = p+ (Xo—p)(1—kA)F + o VALY ¢ (1 — kAL)F
j=1

k
. /D o\ (t—t;)/ At
= p+ (XO_M)<1_1/At)k +021A$tj(1_1/m> o
j:

wird dann im Limes At — 0, mit ¢ := ¢ und s :=¢;

X = p+ Xo—pe™ + o [ e dy,



