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week4: Beispiele zu Kapitel 2.1: Die Euler-Lagrange Gleichungen
der klassischen Mechanik, 1 Teilchen

Wir wollen an zwei Beispielen das Material der letzten Woche etwas iiben und vertiefen. In
dem ersten Beispiel betrachten wir zunichst eine kriftefreie Bewegung im R? in Kugelkoor-
dinaten. Wir machen da also genau dasselbe, was Sie auch schon auf dem 3. Ubungsblatt
gemacht haben, nur jetzt nicht mit Polarkoordinaten im R?, sondern eben mit Kugelkoor-
dinaten im R3?. Die Formeln, die wir da herleiten werden, benutzen wir dann im zweiten
Beispiel, wo wir dann die Bewegung eines Kiigelchens in einer halbkugelformigen Schiissel
diskutieren. In den Biichern oder im Internet finden Sie dieses Beispiel typischerweise unter
dem Begriff ‘spharisches Pendel’.

Beispiel 1: Kriftefreie Bewegung eines Teilchens im R? in Kugelkoordinaten

Kugelkoordinaten im R? sind gegeben durch die Parametrisierung

x cos ¢ sin @
= |y| = r|sinpsind (1)
z cos 6
mit
r € [0,+00)
p € [0,2m) (2)
¢ € [0,

Wir fiihren folgende Basisvektoren ein:

cos  sin 6 —sinp cos ¢ cos 6
€ = |sinpsing |, €, = cosp |, €y = |sing cosf (3)
cosf 0 —sinf
Dann gilt
le:* = llel* = llel* = 1
und
€r€p = G € = €, = 0

das heisst, die Vektoren {€,, €,, €y} bilden eine Orthonormalbasis. Wir betrachten jetzt eine
Bahnkurve 7; € R? und parametrisieren das #; mit Kugelkoordinaten (r, oy, 6;). Wir haben
dann also

Ty cos p; sin 6,
= |y = 1 | siny; siné; = 1€ (4)
2 cos 0,



Anstatt €, schreiben wir einfach €, im folgenden, die Zeitabhangigkeit der Parameter sei von
jetzt an also immer vorausgesetzt. Wir berechnen zunéachst die zeitlichen Ableitungen der

Basisvektoren. Wir haben

. —sin ¢ sin 6 ~[cosp cosb .
€& = ¢ | cospsing | + 0 |sinpcost | = ¢sinfe, + 0
0 —siné
_ —Cos
€, = ¢ —sinp| = gb{—sin@ér—cosﬁég}
0
. —sinp ~ [cosp sinf ‘
g = pcosh | cosp — 6| sinp sinf = @cosbe, — Oe,
0 cos
Zusammengefasst,
& = ¢sinfé, + 0é
éﬁw = —¢sinfé,. — pcosley (5)
&y = gbcos@eip—éé}
Wir bekommen
r = re,
T = ré +reé,
T o= P& +2ié +re,

und weiterhin

Pe. + 276 +ré,

ie, + 27 {psinfé, + e} + rL{psinbé, + 0é}

P 4 27 ¢ sinfé, + 270

+7’{gb sinf e, + ¢0 cosfe, + ¢ sin@@ +6é + 939}

7 e, + {27"@ sinf + r@sind + r¢o cos@} €, + {27’9 + ré}ég
+re sin«9<;2p + réeé

7 e, + {27"@ sinf + r@sind + r¢ cosé’} €, + {27"9 + ré}ég

+7r¢sind [—gb sinfé, — ¢ Cosﬁé’@} + 70 [gp cosf e, — 9.6_;,}

Wir sammeln die Beitrége zu den jeweiligen Basisvektoren {€,, €,, €} und bekommen damit

das folgende



Lemma 2.1.3: In Kugelkoordinaten gilt:
7 o= {f—r¢2sin29—r92}€T
+ {27’“9& sinf + r@sind + 2r g0 COSQ} €

+ {27”9 + b — rngSinﬁcosH} €y

Also: Wenn wir eine kréftefreie Bewegung haben, gilt die Gleichung m# = 0 und nach

Lemma 2.1.3 ist das aquivalent zu
P—r?sin?f — ré> = 0
27 ¢ sinf + r@sinf + 2r¢0 cosf = 0

2760 + 160 — r¢?sinfcosf = 0

Mit Hilfe des Lagrange-Formalismus lasst sich dieses Resultat deutlich schneller herleiten: Die

Lagrange-Funktion L ist gegeben durch

L = kinetische Energie — potentielle Energie

= T-V

Wir haben

re. + 1eé,

8-
Il

= e +r{psinde, + 0é )
und da die Vektoren {é;, €,, €y} eine Orthonormalbasis bilden, folgt sofort

L =

|3

7?2 = %{7’2 + 7’2@2511129 + r292}

Die Euler-Lagrange-Gleichungen lauten

4oL _ 9L _
dt or or
4oL _ 9L _
dt O¢ Op
4oL _ 9L _
dt 99 a0

Das m/2 konnen wir weg dividieren und das System (10) ist dann aquivalent zu
427} — 2r¢?sin’0 — 2762 = 0
L{2r%psin®0} — 0 = 0
412720} — 2r%psinfcosf = 0

(10)



oder

P — r¢?sin?0 — ro? =

L{r*psin’0} = 0 (11)
%{739} — r?p?sinfcosf =

o

Die erste Gleichung von (11) ist exakt identisch mit der ersten Gleichung von (7). Wenn wir
die Zeitableitung in der zweiten Gleichung von (11) machen, erhalten wir

0 = L{r?psin®0}
= 2ripsin?@ + r’Gsin? 0 + 271206 sinf cosd

oder
2rpsing + rgsind + 2rpf cos = 0 (12)

und das ist exakt identisch mit der zweiten Zeile von (7). Die Aquivalenz der dritten Glei-
chungen folgt dann aus 4 (r26) = 2rif + r26.

Bemerkungen:

1) Letzte Woche hatten wir die Euler-Lagrange-Gleichungen nur fiir den Spezialfall
hergeleitet, dass sich ein Teilchen im R? auf einer 2-dimensionalen Fliche bewegt.
Die verallgemeinerten Koordinaten waren da (q;,¢2) = (u,v). Hier haben wir ja eine
Situation, wo wir die Euler-Lagrange-Gleichungen fiir 3 verallgemeinerte Koordinaten
(1,92,q3) = (r,¢,0) hingeschrieben haben, das scheint also auch zu funktionieren.
Tatsachlich ist es so, dass der Formalismus auch dann noch funktioniert, wenn man die
Bewegung von N Teilchen auf einer f-dimensionalen Untermannigfaltigkeit des R3V
betrachtet, das schauen wir uns nachste Woche dann nochmal an. Man hat dann

also f verallgemeinerte Koordinaten ¢i,--- , ¢ und bekommt dann f Euler-Lagrange-
Gleichungen
d oL oL ‘

2) Die zweite Gleichung von (11) lautet
%{T‘ZngiDZQ} = 0
oder
r?psin?f = constant , (14)

wir haben also eine Erhaltungsgrosse. Erhaltungsgrossen bekommt man offensichtlich
immer sofort aus den Euler-Lagrange-Gleichungen, wenn die Lagrange-Funktion L von
einem speziellen ¢; nicht abhangt, weil dann g—(i = 0 ist. In unserem Fall war L von ¢
unabhéangig. Man sagt dann auch, das entsprechende ¢;, also hier das ¢, ist eine ‘zykli-
sche Koordinate’. In den Ubungen zeigen wir, dass in diesem Fall die Erhaltungsgrosse

durch die z-Koordinate des Bahndrehimpulses gegeben ist.



Beispiel 2: Bewegung eines Teilchens unter dem Einfluss der Schwerkraft in einer
halbkugelférmigen Schiissel (sphérisches Pendel)

Wie in dem letzten Beispiel parametrisieren wir die Bewegung durch Kugelkoordinaten,

Ty cos @ sin 6,
= |y = R | sinyp; sin6; (15)
2 cos 0,
mit
(vl € [0, 271')
Qt S [g, W} nur die untere Kugel-Hélfte

Der Radius R ist in diesem Fall aber nicht variabel, sondern ist gegeben durch den Radius der
Schiissel, die wir ja als halbkugelformig vorausgesetzt haben. Die Schwerkraft wirke wie iiblich
in Richtung der negativen z-Achse und ist also gegeben durch F = (0,0,—mg) = —=VV(Z)
mit dem Potential

V(Z) = V(z,y,2) = mgz = mgR cosb (16)

Damit erhalten wir also die Lagrange-Funktion

L = kinetische Energie — potentielle Energie
= T-V
= %52 — mgz
© 5 7 4+ r2p?sin® 0 + r292} — mg R cosf

%{0 + R*¢%sin?0 + R292} — mg R cos 6
= %R2{¢251n29 + 92} — mg R cosf (17)

Die Euler-Lagrange-Gleichungen sind gegeben durch

d OL oL
wog oy = U (18)
d OL oL __
4oL _ ok — (19)

Die Masse m konnen wir wieder weg dividieren und das System (18,19) ist dann Aquivalent
zu

%{R2¢sin29} -0 =
%{Rw‘} — R%*p?sinflcosf — gRsinf =

oder
L psin®f} = 0 (20)
6 — p?sinfcosf — Lsing = 0 (21)



Aus Gleichung (20) folgt

T (22)

wobei ¢ eine Erhaltungsgrosse ist, die durch die Anfangsbedingungen festgelegt ist. Wir
konnen (22) in (21) einsetzen und bekommen

6 — ﬁ_e sinf cos§ — %sin@ =0
oder
6 — 258 — Lsing = 0 (23)

Aus Gleichung (23) konnen wir eine weitere Erhaltungsgrosse gewinnen, indem wir die Glei-
chung mit # multiplizieren:

06 — {cQﬂ + isiné’}é = 0

sin® 0 R
da)1p2 1_c g9 -
A dt{26 t oz T RCOSQ} =0

Also bekommen wir

%92 + %% + %cos) = E = constant (24)

Wir diskutieren das Losungsverhalten der Bewegungsgleichungen ein bischen auf dem neuen
Ubungsblatt.



