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week12: Kapitel 3.3: Die Hamilton-Jakobi-Gleichung

(dieses Material ist nicht mehr klausurrelevant)

Das klassische Wirkungsintegral

Das klassische Wirkungsintegral oder einfach die klassische Wirkung (klassisch meint hier
nicht quantenmechanisch, in der QM wird diese Grosse ebenfalls diskutiert) ist gegeben durch

S = J! Lig.d.) ds (1)

wobei das L = L(q,q;) die Lagrange-Funktion eines mechanischen Systems ist und das
¢ = (q1t, - ,qrs) eine Losung der Euler-Lagrange-Gleichung ist,

Schauen wir uns zunéchst ein Beispiel an (ein Beispiel 2 gibt es auf dem neuen U-Blatt 12):

Beispiel 1: Bewegung im Schwerefeld der Erde: Die Bewegungsgleichung ist

) T 0
mr = m|4g = 0 (3)
Z —mg
oder
= —gé, (4)

mit €, = (0,0,1) und den Anfangsbedingungen, sagen wir,

Ti=0 = Xo
Ti=0 — Vo (5)
Wir bekommen
T = Uy — gté,
Ty = o + vpl — 5 €z ( )

Die Lagrange-Funktion ist gegeben durch

52
Ty — Mgz

L(ft7.l;"t) —

SIE

= 2[G — gte.]> — mg [T + Gt — L e ], (7)
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oder
L(Z, &) /m = {6} — 2gtvo. + ¢} — g{z0 + vt — %} (8)
Also,
S/m = tl;::O L(qs,qs)/m ds
= M2t — gt + PEY — gzt + vt —gb)
= 107t — gtPv. — gtz + g2§ (9)
Offensichtlich hangt das S ab von den Anfangsbedingungen ¥, und vy und dem betrachteten
Zeithorizont ¢, das wird immer so sein. Jetzt wollen wir das 7 aus (9) entfernen und dafiir

den Endpunkt #; gegeben durch Gleichung (6) in das S reinschreiben. Also wir wollen die
Gleichung (6)

— _ — /= — _ — — gt2 —
7 = Ty(Z,T) = o + ot — L€,
nach 7y auflosen,
F,— T+ Lé Fo— T gl
— _ — /= — o 2 z _ —
Vo — Uo(l’o,l‘t,t) = n — T + 562 (10)

und das dann in das S einsetzen, dann bekommen wir eine Funktion, die nur noch vom
Startpunkt Zo, vom Endpunkt #; der tatsichlich durchlaufenden Bahnkurve {Z;}o<s<; und
dem Zeithorizont ¢ abhangt:

L oL L oL 2,3
S/m = S(Zo, ¥, t)/m = [vo(mo,xt,t)]Z — gt? [0o(To, Ty, t)]. — gtzo + % (11)

DN |+

oder, wenn wir das vy(Zy, 7y, t) aus Gleichung (10) konkret einsetzen,

S@oEut)/m = (AR + §a]T - g [25R + G2, - gtz + L
= GCBE 4 2(s—2) + BF — gta—20) — TF — gtz + LF
= SRR (e —z0) + M BT - gta + N
- (7’2;0)2 — L(z+2) — % (12)
Also,
S(To, Tpt) = g{ E2 gt (2 + 29) — %} (13)



Hamilton-Jacobi-Gleichung

Kehren wir zum allgemeinen Setting zuriick gegeben durch (1) und (2). Die Hamilton-
Funktion ist

f .
H = Zj:l g_q{:j g — L (14)
Das ist zunéchst mal, genauso wie das L = L(g, ¢;) , ebenfalls eine Funktion von ¢, und ¢;.
Im Kapitel 3.1 hatten wir gesehen, dass die natiirlichen Variablen fiir die Hamilton-Funktion

die g;; und die verallgemeinerten Impulse

Pjt = g—;j (15)

sind, die ¢;, kann man, zumindest im Prinzip, aus den Gleichungen (15) als Funktion der ¢;,
und p;; schreiben und dann in das H einsetzen, wir haben dann also

H = Z;-c:l Pit it — L(Qm Q(qtapt>> = H(q,pr) (16)
Berechnen wir eben die Hamilton-Funktion fiir das Beispiel 1:
Beispiel 1, Hamilton-Funktion: Mit
2

L(ft7ft) = %ft — mgzm = %[m? + yt2 + th] — mgz (17)

bekommen wir

Pzt = MIy
Pyt = Myt (18)
Pzt = mz
und
=2
H(Z,p) = 55 + mgz = 5= (P2, + 05, + P2 + mgz (19)

Die Hamilton-Jakobi-Gleichung ist dann durch das folgende Theorem gegeben:

Theorem 3.3.1 (Hamilton-Jacobi-Gleichung): Es sei
L = L(QJQ) = L(Q1, 7qf7QI7"' 7qf> : R2f - R (20)

eine beliebige Funktion. Es sei ¢ < +oo eine vorgegebene Zeit und (gs, §s)o<s<: sei eine
Losung der Euler-Lagrange-Gleichungen

4 0L _ OL _ () Yj=1,---,f (21)

dt 9q; 9q;



auf dem Intervall [0,¢] zu den Anfangsbedingungen

(QS=O>QS=O) - (QO>QO)

(22)

Wir setzen diese Losung in die Lagrange-Funktion ein und definieren das Wirkungsintegral

S = fOtL(QSuqs) ds =: S(QO;QOJ)

was zunachst mal eine Funktion der Anfangsbedingungen und des Zeithorizonts ¢ ist.

l6sen die Gleichung

@ = @(qo,4o)

nach den ¢y auf,

do = do(qo,q)

und bekommen dann das Wirkungsintegral (23) als Funktion von qq, ¢ und ¢:

S(Qanht) = g(qu QO(QOaQt% t)

Mit der Hamilton-Funktion
H = Z;c:lpj,t%}t — L@, d(a,p)) = H(q.p)
und den verallgemeinerten Impulsen p;; = g_qu gilt dann:
VS =
und
H(q,VeS(q,at)) + $(q0,q,t) = 0

Die Identitat (29) wird als die Hamilton-Jacobi-Gleichung bezeichnet.

Uberpriifen wir die Identitéiten (28) und (29) zunéichst mal fiir unser Beispiel 1:

Beispiel 1, Hamilton-Jacobi-Gleichung: Das S war gegeben durch (13),

243

R m T —70)?
S@. 7,1 = 5 { B gt (ot z) - 4F

und die Hamilton-Funktion hatten wir in (19) berechnet,

2
H(Zy,py) = 55 + mgzy = 5= [p2, + 05, + 02, + mgz

m

(23)

Wir

(24)

(26)

(27)

(28)



Wir bekommen

o8 Tt—xg
oxt t Ty — Lo
Vj‘tS = g_?i = m _yt;yo = % Yi — Yo ] (30)
& S -
oder
— — 2 —
VS = 2{5, -7 — L¢e} (31)
Wegen (6),
— gtz —
Ty = Zo + Ul — F€,
T = T — gte,
ist
$t—l‘0—£ez = Gyt — gt’ée,
= t[t) — gte,] = ti, (32)
und damit
— — 2 i —
VzS = %{xt— 0—%62} = m¥ = P (33)

Die Identitdt (28) ist also erfiillt. Die partielle Ableitung von S nach t ist gegeben durch

. m Ti—T0)? 243
—%‘? (aco,xt, t) = _gt o5 { —( £ 7 0) — gt (Zt + Zo) — —91; }
T —7 2 242
= % { —_— —( ¢ t2 O) - g (Zt + ZO) - g4t } (34)

Wir miissen zeigen, dass das gleich —H ist. Insbesondere ist das also zeitlich konstant, was
auf den ersten Blick natiirlich nicht so aussieht. Wir haben

=2
H(Zy,py) = éim + mgz
(33)
= 2}71 (VzS)? + mgz
B3) e =
= 3 xt—xo——ez} + mgz

E

{
{

(T — Zo)* — gt*(ze — 20) + ﬁ} + mgz

|
)

2t

T—0)2
= 7 (tt20) — g(z — 20) + T} + mgz
= 2 { Bl 4 g(a+20) + S )
(34 o o
:) - %(l’o,iﬂt,t) (35)
also tatsachlich
H(fta vftS(fO7ftut)) + %_5(50751571’-) - 0 (36)



Bevor wir einen allgemeinen Beweis der Hamilton-Jacobi-Gleichung angeben, wollen wir noch
die folgende Folgerung festhalten.

Folgerung: Die Lagrange Funktion L = L(q,q) hénge nicht explizit von der Zeit ab. Dann
ist das H eine Konstante der Bewegung und wir konnen schreiben

%(Q(bqt?t) = —-H = —-FE (37)
und damit
S<q07Qt7t) = —Ft + W(qmqt) (38)

mit einer Funktion W = W (qo, ¢;), die nicht explizit von der Zeit abhéngt. Fiir das W muss
dann gelten (wir setzen das S aus (38) in die Hamilton-Jacobi-Gleichung (29) ein)

H(q, VoW(q,q)) = E . (39)

Beweis Theorem 3.3.1: Mit
S = [y L(gsds)ds = S(q.do,t) = S(qo.a.1) (40)

bekommen wir

% - L(Qtaq't) = %S(Qm%at) = Zfil 3?157: qj’t T %_f (41)

Nehmen wir an, wir haben die Identitat (28)

VS = b
schon gezeigt. Dann folgt aus (41)
L, q) = ij1pj,t4j,t + & (42)
oder
5% = Lland) - Zfﬂpth'j = - (43)

und das ist genau die Hamilton-Jacobi-Gleichung, also miissen wir nur noch die Identitat
(28) zeigen: Nach Definition der partiellen Ableitung ist (mit e; = (0,---,1,---,0) der j-te
Standardbasisvektor)

oS . . S(q07qt+Aq€j7t)_S<q07Qt7t)
@(q(h qt, t) - Alérilo Aq




Wir brauchen etwas Notation: Es sei

{¢ }o<s<t =t {qét’q*) Yo<s<t

der extremale Pfad, der zur Berechnung von S(qo, ¢;,t) verwendet werden muss. Fiir diesen
Pfad gilt also

(tfqi)

s=0 = Qo
t7
¢ = g
und
d oL _ oL _

E 841',5 3%,5
fir alle s € [0,t]. Zur Berechnung von S(qo, ¢: + Age;,t) brauchen wir einen neuen Pfad

{ P taD Yo o

der soll ja in derselben Zeit bei gleichem Startpunkt einen anderen Zielpunkt erreichen,
namlich

GO
qgtz%t+ v = do
G+A
gLt — g 4 Age;

Das geht nur dadurch, dass wir andere Anfangsgeschwindigkeiten wahlen. Der neue Pfad
muss dann ebenfalls eine Losung der Euler-Lagrange-Gleichung sein. Wir haben dann

A]S = S(Qqut+Aqejat)_S(q07qtat)
= L2L<qgt,qt+Aq)’ qs(t,thrAq)) ds — ftZL(qgtqt)’ qs(tm)) ds

_ j;l; [L( qgtyqt+AQ) 7 qs(ta%-i-AQ) ) . L( q£t7qt) ’ qs(t»qt) ) } ds

Wir definieren den Pfad

e
mit
iy = @ — g™ = g —a = 0
N = gt — g = g+ Age; — @ = Agey

Dann konnen wir schreiben

L(gb 80, gt 80) — L(g), 0))

|
M=

. A . A
‘ 1{%(%,%)%,5] + gr (45, Gs) m,sq} + O[(Ag)?]
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und damit, bis auf Terme von der Grossenordnung O [(Aq)ﬂ ,

f
88 = 3 A (e g 2 (g )02 ) ds

s=t

f
sy A
o fds % A d |

i=1 ’ =

- jsqu(q&qs)} qu + Z 3q”<Qt7Qt)77zt
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= 0 + pj,tAq
Also,
05 _ oy A8 oy, pabet O[A0F]
gy D=0 Ag Agso Aq = Djt

und das Theorem ist bewiesen. W

Die Hamilton-Jacobi-Gleichung ist eher von theoretischem Interesse, mit ihr lasst sich viel-
leicht am einfachsten der Ubergang von der Quantenmechanik zur klassischen Mechanik ver-
stehen, das konnen wir uns dann nachste Woche noch etwas genauer anschauen. Zum Losen
von konkreten Problemen ist die Hamilton-Jacobi-Gleichung eher weniger geeignet.



