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1.Aufgabe: a) In der (x, y)-Ebene ist ein Wegelement dℓ gegeben durch

dℓ2 = dx2 + dy2

oder

dℓ =
√

dx2 + dy2 =
√

1 +
(
dy
dx

)2
dx =

√
1 + (y′)2 dx

Beträgt die Geschwindigkeit an der Stelle (x, y)

c(x, y) =
c0

n(x, y)

dann ist die Zeit dt, die zum Durchlaufen des Wegelementes dℓ notwendig ist, gegeben durch

dt =
dℓ

c(x, y)
=

n(x, y)

c0

√
1 + (y′)2 dx

Die Gesamtzeit ergibt sich dann also zu

T = T (y) =
1

c0

∫ x1

x0

n(x, y(x))
√

1 + y′(x)2 dx .

b) Für n = n(y) haben wir

T (y) =
1

c0

∫ x1

x0

n(y(x))
√
1 + y′(x)2 dx

!→ min

Die Lagrange-Funktion ist dann also (den konstanten Vorfaktor 1/c0 lassen wir mal weg)

L = L(y, y′) = n(y)
√

1 + (y′)2

und die Euler-Lagrange-Gleichung lautet

d

dx

∂L

∂y′
− ∂L

∂y
= 0

Wir haben

∂L

∂y
= n′(y)

√
1 + (y′)2

∂L

∂y′
= n(y)

y′√
1 + (y′)2



und damit

d

dx

∂L

∂y′
=

d

dx

{
n(y)

y′√
1 + (y′)2

}
= n′(y)

(y′)2√
1 + (y′)2

+ n(y)
d

dx

{ y′√
1 + (y′)2

}

= n′(y)
(y′)2√
1 + (y′)2

+ n(y)
y′′
√
1 + (y′)2 − y′ y′y′′√

1+(y′)2

1 + (y′)2

= n′(y)
(y′)2√
1 + (y′)2

+ n(y)
y′′ [1 + (y′)2] − (y′)2y′′

[1 + (y′)2]
3
2

= n′(y)
(y′)2√
1 + (y′)2

+ n(y)
y′′

[1 + (y′)2]
3
2

Also,

0
!
=

d

dx

∂L

∂y′
− ∂L

∂y

= n′(y)
(y′)2√
1 + (y′)2

+ n(y)
y′′

[1 + (y′)2]
3
2

− n′(y)
√
1 + (y′)2

= n′(y)
(y′)2√
1 + (y′)2

− n′(y) [1 + (y′)2]√
1 + (y′)2

+ n(y)
y′′

[1 + (y′)2]
3
2

= − n′(y)√
1 + (y′)2

+ n(y)
y′′

[1 + (y′)2]
3
2

und das ist äquivalent zu

n(y) y′′ = n′(y) [1 + (y′)2]

oder

y′′ =
n′(y)

n(y)
(1 + y′

2
) .

c) Wir bekommen

H(y, y′) = y′
∂L

∂y′
− L

= y′ n(y)
y′√

1 + (y′)2
− n(y)

√
1 + (y′)2

= n(y)
(y′)2√
1 + (y′)2

− n(y)
1 + (y′)2√
1 + (y′)2

= − n(y)√
1 + (y′)2

= constant =: − k



d) Aus Teil (c) bekommen wir mit y(0) = 0 und n(0) = 1 + 0 = 1

n(y)√
1 + (y′)2

= k =
n(y(0))√
1 + (y′(0))2

=
1√

1 + (y′0)
2

mit

y′0 =
∆y

∆x
= tan 30◦ =

1√
3

Also,

n(y)√
1 + (y′)2

=
1 + y√
1 + (y′)2

=
1√
1 + 1

3

=

√
3

2

oder

(1 + y)2 =
3

4
[1 + (y′)2]

Das ist äquivalent zu

y′ =

√
4

3
(1 + y)2 − 1 =: F (y)

mit der Anfangsbedingung

y0 = 0

Wir lösen die DGL numerisch: Mit

y′ ≈ y(x+ dx)− y(x)

dx
= F (y(x))

bekommen wir die Rekursion

y(x+ dx) = y(x) + F (y(x)) dx

Es ergibt sich das folgende Bild:



e) Wie in Teil d) haben wir

n(y)√
1 + (y′)2

= k =
n(y(0))√
1 + (y′(0))2

=
1√

1 + (y′0)
2

wobei das y′0 jetzt aber nicht bekannt ist, sondern so gewählt werden muss, dass das y(x)
durch den Punkt (1, 1) läuft. Wir bekommen

1 + (y′)2 = [1 + (y′0)
2]n(y)2 = [1 + (y′0)

2] (1 + y)2

oder

y′ =
√

[1 + (y′0)
2] (1 + y)2 − 1

mit den Randbedingungen

y0 = 0

y1 = 1

Wir machen uns das Leben einfach und simulieren einfach die Lösungen für verschiedene
y′0 ∈ (0, 1) und schauen dann, was am besten passt. Das heisst, wir notieren uns jeweils das

Tripel (y′0, 1, y(1)) und wählen dann dasjenige, für das y(1)
!
= 1 am besten hinkommt. Man

bekommt etwa die folgenden Zahlen:



Also wählen wir

y′0 =
1

3
≈ 0.33

das entspricht einem Einstrahlwinkel von

α = arctan(1/3) ≈ 18.43◦

gemessen gegen die negative x-Achse, und schauen uns die Lösung dann nochmal separat an:


