Hochschule RheinMain WS 2023/24
Prof. Dr. D. Lehmann

Losungen zum 12. I"Jbungsblatt
Dynamik der Teilchen und Felder

1.Aufgabe: Aus der Lagrange-Funktion
L(x,&) = %{xQ —w’z?}

erhalten wir

oL .
= — = mz
P= %
und
oL _ mw?x
or
Damit bekommen wir
doL 0L ‘4 2 0
——— — — = mi4+ mwr =
dt 0z ox
und die Bewegungsgleichung lautet
4+ W, = 0
Die allgemeine Losung davon ist
Ty = Tgcoswt + 2 sinwt
mit der Geschwindigkeit
Ty = w{ — g sinwt + 2 Coswt}

und vy = x4—g. Wenn wir das in die Lagrange-Funktion einsetzen, erhalten wir

Lz, @) = 2{i} —w?al}
- mT“’Z{ [ — 2o sin(wt) + 2 cos(wt)}2 — [0 cos(wt) + 2 sin(wt)f}
= mTwz{ 22 [sin?(wt) — cos?(wt)] + Z—‘E [cos?(wt) — sin*(wt)] — 4222 sin(wt) cos(wt) }
= mTWQ{ — x2 cos(2wt) + :—(2; cos(2wt) — 2 20% sin(2wt) }
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Also,

S(xo,v9,t) = fJL(xS,j:S)ds

= il [ad 5] cos2us) — 22 sin(2s) fds

t
— mgﬂ{ [—-17(2) + :)_(2%] sin(2ws) 4+ 9 zow cos(2ws) }‘
0

2w w 2w
oder
S(xg,vo,t) = %{ [—ad + Z—%} sin(2wt) + 2 %% [cos(2wt) — 1] }
Wir miissen das vy eliminieren: es ist
vy = g cos(wt) + 2 sin(wt)
Also,

w
sin wt

[, — zocos(wt)] = wg = wo(wg,xs,t)
Damit bekommen wir die Wirkung
(x()aa:ta )/m = g(% ) UO(£07 xt7t) ) t)/m

sin“ wt sin wt

sin? wt sin wt

— f{ [—a3 + W] 2 sinwt coswt + 2$0w(—2)sin2wt}

_ wsi;wt{ [—.T(Q) + W} coswt — on (ajt — Xy COS(.Ut) }
_ wsi;lwt{ [ + (wi=wo coswt)? :lcgcjjstwt) } coswt — onxt}

_ wsi;wt{ [x%siHth—sz—zizr?;;:oswt—i-zg cos? wt} coswt — 2$05L‘t}

— st { s ed e const g 9y, |

— 2si°:lwt{ (23 + 2?] coswt — 2xx cos® wt — 2oz, Sin® Wt}

— 2siflwt{ [#3 + 2?] coswt — 2x0xt}

Checken wir zunéchst die Identitét p, = 0S/0x;. Wir haben

9s . . _
dry 2s1nwt{ 21y coswt 23:0} - smwt [th cos wt 230]



und es ist
pe = mi, = mw{—sin(wt) + 2 cos(wt) }

= mw{ — o sin(wt) +

[z, — mgcos(wt)] cos(wt) }

sin wt

= 2 Lo sin®(wt) + [z, — zgcos(wt)] cos(wt) }

_ mw [ _ — 95

= I To + T4 cos(wt)} = 5o

das passt also. Weiterhin ist
OS/m 9w 2 2
2 = g (15 + wf] coswt — 2xoxy
. w?coswt 2 2 _ _ w? 2 2] o
= Sl (g + @] coswt — 2oz s [xg + x7] sinwt
= — (22 + 2] cosPwt + —%— zom; coswt — L [22 + 2]
o 2sin? wt 0 t sinZ wt V0Vt 2 0 t
= — 9 [2Zcos?wt + 22| + =% xory coswt — a2
o 2sin? wt 70 t sin? wt 0t 2 0
o o w? 1(2) cos? wt+xt272x0:pt cos wt 2
- 2 { sin? wt + g
o W (zo coswtfar,g)2 2
- 2 { sin? wt + Lo
oder
s _  _ mw? [ (zocoswi—zy)? 2
ot 2 { sin? wt + Lo

Die Hamilton-Funktion ist eine Konstante der Bewegung und ist gegeben durch

2 2 . .
H(zy,p) = 2”—;n—|—m7“’mt2 = %{x?—i—w%f} = %{x%—i—w%%}
Mit
=[x — wocos(wt)] = vo = wo(wo,wy,t)

bekommen wir dann

H = 2{v} +wa}} = #“;Qm[ajt—xocos(u)t)]QerT‘”ng
also
08
H = —%

das passt auch.



