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1.Aufgabe: Zunächst mal gelten die folgenden allgemeinen Tatsachen:

(i) Eine homogene (‘auf der rechten Seite steht eine Null’) lineare Differentialgleichung
(DGL) 2. Ordnung hat zwei linear unabhängige Lösungen, also in der allgemeinen
Lösung gibt es zwei Konstanten.

(ii) Die allgemeine Lösung einer inhomogenen linearen DGL 2. Ordnung ist gegeben durch
die allgemeine Lösung der homogenen Gleichung plus eine spezielle (oder auch ‘par-
tikuläre’) Lösung der inhomogenen Gleichung.

Damit können wir die Aufgabe jetzt lösen:

a) Offensichtlich sind sinωt und cosωt Lösungen von

ẍt + ω2xt = 0 (1)

Also lautet die allgemeine Lösung von (1):

x(t) = a cosωt + b sinωt

Mit den Anfangsbedingungen

x(0) = x0

ẋ(0) = ẋ0

bekommen wir

x(t) = x0 cosωt + ẋ0

ω
sinωt (2)

als die eindeutige Lösung von (1).

b) Wir machen den komplexen Ansatz

x(t) = eiλt

mit einem komplexen λ ∈ C und bekommen

(iλ)2 + iλγ + ω2 = 0

oder, mit γ = 2µ,

−λ2 + 2iλµ + ω2 = 0

⇔ λ2 − 2iλµ − ω2 = 0



Die Lösung dieser quadratischen Gleichung ist gegeben durch

λ± = iµ ±
√

(iµ)2 + ω2

= iµ ±
√
ω2 − µ2 (3)

Wir betrachten die Fälle µ < ω, µ = ω und µ > ω .

Fall 1: µ < ω, schwache Dämpfung: Gleichung (3) hat die Lösungen

λ± = ± ωµ + iµ (4)

mit einer reellen Frequenz

ωµ :=
√

ω2 − µ2 ∈ R

Damit bekommen wir die komplexen Lösungen

x±(t) = eiλ±t = e−µt e±iωµt (5)

Wegen

ẍt + γ ẋt + ω2xt = 0 (6)

⇒ Re
[
ẍt + γ ẋt + ω2xt

]
= 0

⇔ d2

dt2
Re[xt] + γ d

dt
Re[xt] + ω2Re[xt] = 0

sind auch Realteil und Imaginärteil der Lösung (5) Lösungen der DGL (6). Damit ist die
allgemeine reelle Lösung von (6) gegeben durch

x(t) = e−µt
[
a cosωµt + b sinωµt

]
(7)

Wir haben

ẋ(t) = −µ e−µt
[
a cosωµt + b sinωµt

]
+ e−µt

[
−aωµ sinωµt + bωµ cosωµt

]
und damit

x(0) = a
!
= x0

ẋ(0) = −µ a + b ωµ
!
= ẋ0

Also,

a = x0

b = ẋ0 +µx0

ωµ

und damit

x(t) = e−µt
[
x0 cosωµt + ẋ0 +µx0

ωµ
sinωµt

]
(8)



Fall 2: µ > ω, starke Dämpfung: Gleichung (3) hat die Lösungen

λ± = iµ ± i
√

µ2 − ω2 =: i κ± (9)

mit den reellen und positiven Abklingfaktoren

κ± := µ ±
√

µ2 − ω2 > 0

Damit erhalten wir die allgemeine reelle Lösung

x(t) = a+ e−κ+t + a− e−κ−t (10)

Wegen

x(0) = a+ + a−
!
= x0

ẋ(0) = −κ+a+ − κ−a−
!
= ẋ0

erhalten wir, wenn wir die erste Gleichung mit κ+ oder κ− multiplizieren und auf die zweite
draufaddieren,

κ+a− − κ−a− = κ+x0 + ẋ0

κ−a+ − κ+a+ = κ−x0 + ẋ0

und damit

a+ = − κ−x0 + ẋ0

κ+ −κ−

a− = + κ+x0 + ẋ0

κ+ −κ−

Das können wir dann in(10) einsetzen und bekommen die Lösung zu den vorgegebenen An-
fangsbedingungen.

Fall 3: µ = ω, aperiodischer Grenzfall: Gleichung (3) hat nur eine Lösung,

λ = i µ ± 0 = i µ

und wir haben zunächst mal nur eine Lösung

x(t) = e−µt

In solchen Situationen bekommt man mit

x(t) = t e−µt

eine weitere Lösung, rechnen wir das eben nach: wir haben

ẋ(t) = e−µt − µ t e−µt = (1− µt) e−µt

ẍ(t) = (−µ) e−µt − µ(1− µt) e−µt = (µ2t − 2µ) e−µt

und bekommen damit

ẍt + γ ẋt + ω2xt = ẍt + 2µ ẋt + µ2xt

=
{
(µ2t − 2µ) + 2µ(1− µt) + µ2t

}
e−µt

= 0



Die allgemeine Lösung lautet dann also

x(t) = (a+ bt) e−µt

mit

ẋ(t) =
[
b − µ(a+ bt)

]
e−µt

Die Anfangsbedingungen liefern dann

a = x0

und

b− µa = b− µx0 = ẋ0

b = ẋ0 + µx0

also

x(t) =
[
x0 + (ẋ0 + µx0)t

]
e−µt (11)

c) Wir haben jetzt eine inhomogene DGL,

ẍt + γ ẋt + ω2 xt = a0 sin(ω0t) (12)

und müssen eine spezielle Lösung der inhomogenen Gleichung finden. Die allgemeine Lösung
der homogenen Gleichung

ẍt + γ ẋt + ω2 xt = 0

haben wir bereits in Teil (b) bestimmt. Wir betrachten die komplexe Gleichung

z̈t + γ żt + ω2 zt = a0 e
iω0t (13)

Wenn wir ein z(t) haben, welches (13) erfüllt, dann bekommen wir mit einem reellen a0

Im
[
z̈t + γ żt + ω2 zt

]
= Im

[
a0 e

iω0t
]

⇔ d2

dt2
Im[zt] + γ d

dt
Im[zt] + ω2Im[zt] = a0 sin(ω0t)

also dann ist

x(t) := Im[zt]

eine Lösung von (12). Um eine Lösung von (13) zu finden, machen wir den Ansatz

z(t) = a eiω0t

und bekommen

a
{
−ω2

0 + iω0γ + ω2
}
eiω0t = a0 e

iω0t



oder

a =
a0

ω2 − ω2
0 + iγω0

= a0
ω2 − ω2

0 − iγω0

(ω2 − ω2
0)

2 + (γω0)2

Also erhalten wir die komplexe Lösung

z(t) = a0
ω2 − ω2

0 − iγω0

(ω2 − ω2
0)

2 + (γω0)2
[
cos(ω0t) + i sin(ω0t)

]
und müssen davon den Imaginärteil bestimmen: eine spezielle Lösung der inhomogenen,
reellen DGL (12) ist also gegeben durch

xinhom(t) = Im[zt]

=
a0

(ω2 − ω2
0)

2 + (γω0)2

{
(ω2 − ω2

0) sin(ω0t) − γω0 cos(ω0t)
}

(14)

und die allgemeine Lösung ist dann gegeben durch

x(t) = xallg,hom(t) + xspez,inhom(t) (15)

wobei xallg,hom(t) die allgemeine Lösung der homogenen Gleichung ist, diese enthält zwei
Konstanten, etwa ein c1 und ein c2, das xspez,inhom(t) = xinhom(t) ist die spezielle Lösung der
inhomogenen Gleichung aus (14), und die beiden Konstanten c1 und c2 müssen dann wieder
aus den Anfangsbedingungen

x(0)
!
= x0

ẋ(0)
!
= ẋ0

bestimmt werden. Wir wollen das an dieser Stelle nur für den Fall ohne Dämpfung machen,
also nur für γ = 0. In dem Fall haben wir

xspez,inhom(t) =
a0

ω2 − ω2
0

sin(ω0t)

xallg,hom(t) = c1 cosωt + c2 sinωt

also

x(t) = c1 cosωt + c2 sinωt +
a0

ω2 − ω2
0

sin(ω0t) (16)

so dass

x(0) = c1 = x0

und

ẋ(0) = c2 ω +
a0ω0

ω2 − ω2
0

!
= ẋ0

Also,

c2 =
ẋ0

ω
− a0

ω0

ω

1

ω2 − ω2
0

und damit bekommen wir schliesslich

x(t) = x0 cosωt +
ẋ0

ω
sinωt +

a0
ω2 − ω2

0

{
− ω0

ω
sin(ωt) + sin(ω0t)

}
(17)

für den Fall γ = 0.


