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Dynamik der Teilchen und Felder

1.Aufgabe: Zunichst mal gelten die folgenden allgemeinen Tatsachen:

(i) Eine homogene (‘auf der rechten Seite steht eine Null’) lineare Differentialgleichung
(DGL) 2. Ordnung hat zwei linear unabhéngige Losungen, also in der allgemeinen
Losung gibt es zwei Konstanten.

(ii) Die allgemeine Losung einer inhomogenen linearen DGL 2. Ordnung ist gegeben durch
die allgemeine Losung der homogenen Gleichung plus eine spezielle (oder auch ‘par-
tikuldre’) Losung der inhomogenen Gleichung.

Damit konnen wir die Aufgabe jetzt losen:

a) Offensichtlich sind sinwt und coswt Losungen von
i 4+ Wiy = 0 (1)

Also lautet die allgemeine Losung von (1):

z(t) = acoswt + bsinwt
Mit den Anfangsbedingungen
z(0) = zo
£(0) = o
bekommen wir
x(t) = wocoswt + L sinwt (2)

als die eindeutige Losung von (1).

b) Wir machen den komplexen Ansatz
2(t) = oM
mit einem komplexen A € C und bekommen
(N 4+ iy + W = 0
oder, mit v = 2y,

— A%+ 2+ W =0
& A= 2 — w? =0



Die Losung dieser quadratischen Gleichung ist gegeben durch

A = ip + /(ip)? + w?
= in £ Jw?—p? (3)

Wir betrachten die Falle p <w, p=w und p>w.

Fall 1: p < w, schwache Dampfung: Gleichung (3) hat die Losungen

A = Fw, +ip (4)

mit einer reellen Frequenz

w, = ywr—p? € R

Damit bekommen wir die komplexen Losungen

ri(t) = et = et Fint (5)
Wegen
F 4+ i + Wy = 0 (6)
= Re| & + v& + Wz, ] = 0
& L Relr,] + v LRe[r;] + w’Relry] = 0

sind auch Realteil und Imaginérteil der Losung (5) Losungen der DGL (6). Damit ist die
allgemeine reelle Losung von (6) gegeben durch

z(t) = e [acoswyt + bsinw,t] (7)
Wir haben
i(t) = —pe*acosw,t + bsinwyt] + e [—aw, sinw,t + bw, cosw,t |
und damit
z(0) = a =
Lo
©(0) = —pa + bw, = o
Also,
—
p = Zotpzo
W
und damit

z(t) = e M|z cosw,t + %‘f‘xo sinw,t (8)



Fall 2: p > w, starke Dampfung: Gleichung (3) hat die Losungen

A = dp i/ p?—w? = iks (9)

mit den reellen und positiven Abklingfaktoren

Ky = p £ /p2—w? > 0

Damit erhalten wir die allgemeine reelle Losung

x(t) = ape ™ + a_e "t (10)
Wegen
z(0) = ay + a- =z
#(0) = —kyay — k_a_ =

erhalten wir, wenn wir die erste Gleichung mit x, oder x_ multiplizieren und auf die zweite
draufaddieren,

KiG_ — K_a_ = KiTo + Zo
K_Qy — KiGy = K_Tog + Zo
und damit
—  _ k-motdo
ay = K — K
. K4+xo + To
a- = + g — K

Das kénnen wir dann in(10) einsetzen und bekommen die Lésung zu den vorgegebenen An-
fangsbedingungen.

Fall 3: p = w, aperiodischer Grenzfall: Gleichung (3) hat nur eine Losung,

A= 1pE£0 = p
und wir haben zunéchst mal nur eine Losung
x(t) = e M
In solchen Situationen bekommt man mit
x(t) = te M
eine weitere Losung, rechnen wir das eben nach: wir haben
i(t) = e — pte ™™ = (1—pt)e ™
i(t) = (—pe™ — p(l—pt)e™ = (u’t — 2u)e™™

und bekommen damit
it + 'Y.flft + WQ.TJt = i’t + 2,LL..'2§'t + [LQI‘t
= {(;ft —2u) + 2u(1 — pt) + pt }e_“t

= 0



Die allgemeine Losung lautet dann also
z(t) = (a+0bt)e ™
mit
i(t) = [b— pla+bt)] e

Die Anfangsbedingungen liefern dann

a = x
und
b—pa = b—puxry = o
b = 2o+ pxo
also

:r;(t) = [l’o + (Q?o +,u.1’0)t] e*“t (11)

c) Wir haben jetzt eine inhomogene DGL,
Ty + iy + wrr = ag sin(wpt) (12)

und miissen eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung finden. Die allgemeine Losung
der homogenen Gleichung

i’t—f—’yibt"—le’[}t = 0

haben wir bereits in Teil (b) bestimmt. Wir betrachten die komplexe Gleichung
ét + ’)/Zt + w2 Zt = Qo €iw0t (13)

Wenn wir ein z(t) haben, welches (13) erfiillt, dann bekommen wir mit einem reellen ay

Im[ét + vZ& + wzzt] = Im[aoeim)t]
& 4:Imlz] + 7 $Imlz] + w’Imlz] = ag sin(wot)
also dann ist
z(t) = Im[z]

eine Losung von (12). Um eine Losung von (13) zu finden, machen wir den Ansatz
2(t) = ae™
und bekommen

a{ _wg 4 iWO")/ 4 w2}eszt _ aoelet



oder

aop w? — wg — 1YWy

C T PR v iw P + (o)

Also erhalten wir die komplexe Losung

2 2 _
w® —wg — 1Ywo

(w? —wg)? + (ywo)?

und miissen davon den Imaginarteil bestimmen: eine spezielle Losung der inhomogenen,
reellen DGL (12) ist also gegeben durch

2(t) = ag [ cos(wot) + i sin(wot) ]

Tinhom (£) = Tm[z]

= = w%)zo—l— o)’ { (w? — wi) sin(wot) — Ywo cos(wot) } (14)

und die allgemeine Losung ist dann gegeben durch

Q?(t) = mallg,hom(t) + xspez,inhom@) (15)

wobel Zalghom(t) die allgemeine Losung der homogenen Gleichung ist, diese enthélt zwei
Konstanten, etwa ein ¢; und ein ¢y, das Tspes inhom (t) = Tinhom(t) ist die spezielle Losung der
inhomogenen Gleichung aus (14), und die beiden Konstanten ¢; und ¢, miissen dann wieder
aus den Anfangsbedingungen

z(0)
2(0)

bestimmt werden. Wir wollen das an dieser Stelle nur fiir den Fall ohne Dampfung machen,
also nur fiir v = 0. In dem Fall haben wir

Zo

To

Qg .
Ispez,inhom(t) = m Sln(wot)
Tallghom(t) = €1 coswt + ¢ sinwt
also
a
z(t) = ¢ coswt + ¢y sinwt + % sin(wot) (16)
W= — Wy
so dass
z(0) = ¢ = w9
und
aoWo ([
£(0) = cow + P =
Also,
j?() wWo 1
Ch = — — qp — ———
2 w w w?—w?
und damit bekommen wir schliesslich
Qo

z(t) = xocoswt + O sinwt + {—ﬂ sin(wt) + sin(wot)} (17)
w w

w? — w?
fiir den Fall v = 0.



