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week9: Erwartungswert und Varianz der Maximum-Likelihood-Schatzer, Teil2

Es gelten dieselben Bezeichnungen wie in dem week8. Heute wollen wir die Varianzen der
Maximum-Likelihood-Schatzer

B = (XTX)' X"y (1)

o’y = %[PxLﬂ}Q (2)

oder im Falle von Gleichung (2) nehmen wir die erwartungstreue Version,

= g [Ped ] (3)

berechnen. Diese brauchen wir, wenn wir zeigen wollen, dass die Schatzer effizient sind. Es
gilt das folgende

Theorem 9.1: a) Die Varianz des Maximum-Likelihood-Schétzers fiir den j-ten Regression-
skoeffizienten ist gegeben durch

V[Bim] = o* [(XTXx)] (4)

Y

Allgemeiner gilt:
COV[Bj,MLv BkML] = o? [(XTX)_lL.’k (5)
b) Die Varianz fiir das 52 ist gegeben durch die folgende Formel:

V[2] = 2 (6)

Beweis: a) Mit

bekommen wir
BML — (XTx)leTg*
= (XTX)'XT(XF + &)
= F+ (XTX)'xT¢g

—

= B+ Af (7)



mit der Matrix
A = (XTX) Xt
Damit bekommen wir (wir lassen das ‘ML’ an den B’s jetzt mal weg)

COV[B;»BH

e[ (3 — E1A)) (B — EL3W) |
- e[ ]

D E[(A48);(49) ]
g2 (44T,

wobel

AAT = (XTX)'XT[(XTX)'xT)"

Damit ist der Teil (a) bewiesen. Zum Beweis von Teil (b) bendtigen wir den folgenden

Hilfssatz 9.2: Es seien & = (e1,---,¢&,) normalverteilte, unabhéngige Zufallszahlen mit
Mittelwert 0 und Standardabweichung o. Weiter seien n Vektoren

Ul; 1727 7Un € Rn
gegeben, die eine Orthonormalbasis des R™ bilden. Es gelte also
Ui U5 = 0iy

Dann gelten die folgenden Aussagen:

a) Essei F: R" — R eine beliebige Funktion. Dann gilt
E[F(O&,- - ,0,8)] = E[F(er, - ,en)] (8)

b) Es gilt die folgende Formel

. . 3ot falls i =j
E[@- 9% 9] = {04 falls i # j



Beweis: Wenn wir die Vektoren y, - -- , ¥, in der Matrix
V — : G RTLXTL

zusammenfassen, dann ist V' eine orthogonale Matrix, V=1 = V7 und es gilt |det V| = 1. Die
Gleichung (8) kénnen wir dann auch folgendermassen schreiben:

E[F(ve)] = E[FE]

Mit der Variablensubstitution

erhalten wir dann

E[F(V)] =

n —% de
F(Ve) nl{e e |

F(V&) o507 (E8) _die

(271.0.2)71/2

(VVT@ 6—2%2<VT¢,VT¢> |det VT|d"¢

(271.0-2)77,/2

F(&) o 2zEE) _dre E[F(®)]

(271.0-2)77,/2

I
%\%\%\%\%\
S|

und der Teil (a) ist bewiesen. Teil (b) bekommen wir dann folgendermassen:

n

52
E[(@gﬁ(@’jgﬁ] @ E[afeﬂ = /6?6? H{e_%ik?—\/%}

k=1

Fiir ¢ # j liefert das

£ £
£2e2 7207 ¢ 207 Lides a?xo? = ot
R2 L 2mo?
und fiir ¢« = j bekommen wir
PR S 4
gie = s = 3o
R o
Damit ist der Hilfssatz bewiesen. W
Beweis Teil b Theorem 9.1: Es war
- 2
2 _ Rl
§ n—(p+1) [ Px+¥ ]

mit



und

Mit

bekommen wir dann
Py = PyiXB + Px.€

Wegen

Py X = [Id— Px]X
= X - X(XTX)"'XTX

= X -X =0

haben wir also

und damit

Wir wahlen jetzt eine ONB

B = {7707 1717 T Unfl}

vom R" folgendermassen: Die ersten p + 1 Vektoren

Vo, V1, "+, Up
sind eine ONB von X, der Raum der von den Regressoren %, - - - , ), aufgespannt wird, und
die restlichen n — (p + 1) Vektoren
Up+1y, Upt2, **° 5 Un—1

sind eine ONB von X+. Dann konnen wir schreiben

n—1
£ = (€, Uk) U
k=0
n—1
Pyi& = Y (&)
k=p+1
und
n—1



Jetzt konnen wir die Varianz von ;2 berechnen:
V[2] = E[(+)?] - E[s]

1 n—1 = 7 \2 2 2\2
= e | {Zia @) | - @)

n—1
= e O ElE@) (E @] - o
klt=p+1
n—1 n—1
= [n—(pl+1>]2{ Y E[Ew)E )] + Y E[E ) (660 ] } - a
k=p+1 ke, f=p+1
k#L
n—1 n—1
_ 1 4 4 4
- [n—(p+1>12{ Z 30”7 + Z g } -0
k=p+1 kl:f[—kl
0.4
= i { = e+ D + =+ )P = (p+1)] } - o
= g 2An -]} 4ot -
_ 204
T [n=(p+1)]

Damit ist das Theorem 9.1 bewiesen. W



