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week7: Maximum Likelihood Schatzung der Regressionskoeffizienten

Wir wollen von jetzt an das lineare Regressionsproblem nicht mehr als ein deterministisches
Minimierungsproblem betrachten, sondern als ein statistisches Problem. Dazu betrachten wir
das folgende Setup: Gegeben seinen wieder die Datenvektoren
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und Zy sei etwa wieder der konstante Vektor mit lauter Einsen, Zy = (1,...,1) oder z;0 =1

fir 1 <7 <n. Jetzt machen wir die folgende

Annahme (Regression als statistisches Problem): Die Ypsilon’s y = (y1, - ,y,) sind

nicht einfach gegebene Daten, sondern “in Wirklichkeit” kommen sie von einem stochastischen
Modell

y = PoZo + b7 + - + Bpd, + € (3)

her, wobei die &€ = (ey,- -+ ,&,) normalverteilte, unabhéngige Zufallszahlen mit Mittelwert 0
und Standardabweichung o sind,

g; € N(0,0) unabhingig (4)

Die § = (Bo, 1, -+, Bp) sind gegebene Zahlen, die wir aber nicht kennen und bestimmen
wollen.

Problem: Welche Auswahl von

g = (60?617"' 75?)

passt ‘am besten’ zum statistischen Modell (3,4), wenn die Z; und i konkret durch die Daten
(1,2) gegeben sind?



Losung: Wir bestimmen die 3 = (Bo, B, -+, Bp) mit Hilfe der Maximum-Likelihood-
Methode, dadurch ist dann auch die genaue mathematische Bedeutung von ‘am besten’
definiert: Die beste Auswahl der (5o, 1, ,08,) soll die Likelihood-Funktion maximieren.
Wir miissen also zunachst die Likelihood-Funktion bestimmen:

Jedes einzelne y; ist gegeben durch

vi = Po+ Prixia + -+ Bprip + & (5)
= Wi t+ &

wobei wir abgekiirzt haben

i = Po + Prxix + 0+ BpTiy (6)

Insbesondere ist jedes y; also selber eine normalverteilte Zufallszahl mit Mittelwert p; und
Standardabweichung o. Das bedeutet, dass die Wahrscheinlichkeit, dass sich ein solches y; in
einem Intervall [g;,7; + dy;) realisiert, gegeben ist durch

ﬂi—uiz
Prob[y; € [ +dii) | = e = dy; (7)

2mo?

Wenn die €; unabhéangig sind, sind auch die y; unabhangig und die W’keit, dass sich alle y; in
gegebenen Intervallen [g;, 7; + dy;) realisieren tun, ist dann also gegeben durch das Produkt

Pr0b|:y1 € [ghgl + d:&l)a Ya € [g% gQ + dg?)a t, Yn € [gnygn + dgn)] =

- PrOb[yl € [glygl + dgl) } PrOb[yQ € [QQ,:&Q + de) } to PrOb[yn € [gnagn + dgn) ]

(1) n _@ime?

- il;ll \/2;7 e dy,

n 1 - o
= (2r0?) 7% exp{ —55 D (G — pi)? | di -+ dj (8)
i=1

Nun haben wir ja konkret realisierte Werte fiir die yy, - - - , y,, die wir dann also auf der rechten
Seite von (8) fiir die g; einsetzen kénnen. Wenn wir das machen, bekommen wir eine Funktion
L = L(p,0) , die nur noch von den Modellparametern Sy, - - - , 8,, die sind in den p;’s drin,

und o (und den Intervallbreiten dgy; = dy;, die aber wieder aus der eigentlichen Rechnung
rausfallen werden) abhéngen tut, das ist dann die Likelihood Funktion:

LB.0) = H{ s x| -] dyl} )

i=1

Wir betrachten wieder den Logarithmus (mit den u; gegeben durch die Gleichung (6) von
oben) und bekommen

logL(g,U) = —nlogo — — Y (yi — ) + const (10)

const = —glog(%r) + Zlog(dyi)

=1



nur Terme enthéalt, die nicht von den Modellparametern E und o abhangen. Das Maximieren
von L ist aquivalent zum Maximieren von log L, wir maximieren log L. Notwendige Bedingung

18t
(Tt gk, o 2t 2EE) = (0.0.---.0.0) (1)
Wir haben
%OEL = +2%2;2(yi—ui)gg;
= % y (yi — i) g

Ly, . . L1
= ;{ya:] — [50$0+"'+Bp.1'p]'1’j} = 0

fiir alle 0 < j < p. Damit bekommen wir das Gleichungssystem

Bo ToZo + [ Todn + -+ + BpZod, oy
BoT1Zo + BiTiZy + - + BpTiT, = 1Y
BoZpTo + B1TpT1 + o0+ BpTpl, = Ty
oder in Matrix-Notation
AB = b (12)
mit
ToXo ToTi ToZp Toy
1%y T 71T, - Ty
A = ) ) , b = ) (13)
TpTy TpTy TpT) Tpy

Das ist exakt dasselbe System, was wir auch schon in week3.pdf in den Gleichungen (10) und
(11) erhalten hatten. Also bekommen wir auch exakt dieselbe Formel fiir die Regressions-

koeffizienten: Mit der Matrix der Regressoren

|
X = %% & - 7| € R>CH (14)
. |

sind die beta’s gegeben durch
B = A% = (X"X)'XT§ = Bw (15)

BML ist also der Maximum-Likelihood-Schatzer fiir die Regressionskoeffizienten. Das o, die
Standardabweichung der Fehler, konnen wir auch schatzen: Wir haben

Odlog L n 2 — !
= o T g =0
i=1

oo o

g Z(@/z‘—ui)2 = no’

=1



oder

1 ~
S SR (19
mit
W = Bo + 51%,1 + -+ Bp%‘,p
oder

ji= X3 = XX"X)'XT§ = Pxj (17)
Damit konnen wir auch schreiben

oL = % q—ﬁ)Q

Py.g]” (18)

Fassen wir unsere Ergebnisse in einem Theorem zusammen:

Theorem 7.1: Wir betrachten die Formulierung des linearen Regressionsproblems als stati-
stisches Problem gegeben durch die Gleichungen (3) und (4). Dann ist die Likelihood-Funktion

L = L(j,0) gegeben durch

mit
i = Po + frxig + -+ BpTip
und wird maximiert von den Maximum-Likelihood-Schatzern

A = (XTX)7'xTy | (19)

~

O'QML = %[PXLg}Q. (20)

Im folgenden wollen wir die statistischen Eigenschaften der Maximum-Likelihood-Schatzer
etwas genauer untersuchen. Dazu schauen wir uns zunéchst die Erwartungstreue an. Wir
wollen also iiberpriifen, ob die Gleichungen

Xy

E[BML] =

E[O/EML] ; 0'2 (22)

(21)



giiltig sind. Dazu miissen wir uns zunéchst klarmachen, was das E[ - | hier genau bedeutet,
was ist da zu rechnen?

In die Schatzer konnen wir die Zy, - -+ ,Z, und das ¥ einsetzen und bekommen dann Zahlen
heraus. Wir konnen etwa schreiben

BML _ BML(Xyg) . Rnx(erl) <« R* — Rerl

-~ -~

O'QML = O'QML(X,:J) : Rnx(erl)XRn — R

Fir das

—

|
X = & & - %
| |

setzen wir auf jeden Fall unsere konkret gegebenen Daten aus Gleichung (1) ein. Fiir die
¥ = (y1, - ,yn) konnen wir entweder die ebenfalls konkret gegebenen Daten aus Gleichung
(2) einsetzen, oder wir setzen Daten ein, die von dem stochastischen Modell (3) herkommen,
die also durch Zufallszahlen generiert worden sind. Zur Uberpriifung der Erwartungtreue
machen wir jetzt letzteres, so dass wir etwa schreiben konnen:

A = (X, 7) = Bun (X, XB+8) (23)

o’yvr, = ?un(X,Y) = ;2ML(XaX5+§) (24)

Dadurch héngen die Schétzer dann also von den N (0, o)-normalverteilten Zufallszahlen & =
(€1, ,€,) ab. Der Erwartungswert in den Gleichungen (21) und (22) meint dann einfach
Integration gegen die entsprechenden n Gauss’schen Glockenkurven:

E[bu] = 5 Bun (X, X5 + &) kﬁl{e—% J;T,} (25)
E[o%] = / (X, X B + £) krill{e*z% 3 (26)

Man bekommt dann die folgenden Resultate:

Theorem 7.2: a) Der Maximum-Likelihood-Schétzer BML fiir die Regressionskoeffizienten
ist erwartungstreu, es gilt

E[Bu.] = 8 (27)

b) Der Maximum-Likelihood-Schétzer (;2ML fiir die Varianz der Fehler ist nur asymptotisch,
im Limes n — oo erwartungstreu. Genauer gilt

E[&\ZML] = —n—(s—&-l) 0'2 (28)
Damit ist der modifizierte Schatzer

n > 12
52 = m O'QML = m [PXJ_y} (29)

erwartungstreu, es gilt E[(;\Z] = 0°.

Beweis: ..machen wir niachste Woche.



