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week3: Die Methode der kleinsten Quadrate bei p Regressoren:
Projektion auf p-dimensionale Unterraume, Teill

Gegeben seien die Datenvektoren

T11 x1,2 T1p
S 22,1 S Z2,2 - L2,p
Ty = . ) 2 = . ) y Tp = .
Tn,1 Tn,2 Tn,p
und
n
Yy = .
Yn
Wir mochten das ¢ moglichst gut durch eine Linearkombination der @7, - - - , &), approximieren:
y = Pi%1 + Pody + -+ + B,T, + error (1)
oder in Koordinaten
yi = Bixian + Pexio + - + Bpxi, + error; (2)

Wenn wir noch einen konstanten Term in Gleichung (2) erlauben wollen, schreiben wir anstatt
Gleichung (2) das folgende:

yi = Bo + Praix + Baxig + oo + Bpwi, + error; (3)

Um eine kompakte Notation in vektorschreibweise zu ermoglichen, definieren wir den Vektor

f(): G]Rn

so dass wir anstatt von Gleichung (3) auch folgendes schreiben kénnen:

¥y = Bodo + 11 + B2y + -+ + [pT, + error (4)



Unter ‘moglichst gut’ approximieren wollen wir von jetzt an das Minimieren der L2-Norm
verstehen. Wir wollen die Regressionskoeffizienten Sy, 81, - - , 5, also durch die Forderung

F(ﬁOaﬁla'” 76}0) = Hg - (5050 + /Blfl + -+ /Bpfp) H2 —'> min (5)

bestimmen. In Koordinaten liest sich das dann so:
n ) '
F(Bo. B+ .8) = Y [wi — (Bo+ Biwig + -+ + Bprip)]” — min
i=1
oder, um die Notation etwas einheitlicher zu machen,

Z[yz — (Bowio + Prwig + -+ + Bpxi,p)]Q

i=1

~ min (6)

F(ﬂmﬂla"' 7ﬁp) =

da wir ja z;o = 1 definiert hatten. Notwendige Bedingung fiir ein Minimum ist

OF @ 9 L
VE = (25 or . ory Lo ™)
Wir haben fiir j € {0,1,---,p}:
. !
3—; = Z(—Z%,j) (i — (Bowio + Biwig + -+ + Bywip)] = 0 (8)

i=1

Wegen
n
E Tij¥Y = ;Y
i=1

ist Gleichung (8) dquivalent zu
L - - - ! :
g — (BoZi@o + b1 Z@ + -+ + Bp2i@,) = 0 Vje{01,--,p}

oder

BoZ;Zy + fr1ZiTh + - + BT, = Ty Vje{0,1,---,p}

Damit erhalten wir das System

BoToZo + P1ZoT1 + -+ + BpToTp Toy
BoT1ZTo + Bid1Zy + -+ + BT, = 1Y

(9)
BoTpZo + B1Zp@1 + - + BT, = Ty

oder in Matrix-Notation
(10)



mit

B0y T7

und dem Vektor der Regressionskoeffizienten

S
I
8 8y

81
=
<y

(11)

Bo
= b
i- " (12)
B
Die beta’s sind damit gegeben durch
B = A% (13)
In dem folgendem Lemma halten wir fest, dass, wenn die Regressoren Zy, ', - ,, linear
unabhéangig sind, die Matrix A auch tatsachlich invertierbar ist.
Lemma 3.1: Die Matrix
f@fo o1 fgfp
T Zfo ZL’ll_"l flf
A = 8
TpZy Tpy TpTp
ist genau dann invertierbar, wenn die Vektoren
fO; fla 9 fp
linear unabhangig sind.
Beweis: Ubungsblatt 3. W
Im folgenden wollen wir immer annehmen, dass die Regressoren 7y, Z:,---,Z, linear un-

abhéangig sind, und wir fiithren die folgende Notation ein: die Matrix X der Regressoren ist

gegeben durch

X = i
|

Damit konnen wir dann schreiben
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und bekommen

B = A% = (XTX)'XT§ (15)

Der Regression-Fit, das ist die rechte Seite von Gleichung (4) ohne den Error-Term, mit den
berechneten beta’s, ist dann gegeben durch

RegressionFit = (@ + f1@1 + Bods + -+ + BT,
Bo
| N (5
= % & - 7 .
. | ‘
Br
= X8
= X(XTX)'XTy (16)
=: Pxy

mit der n x n Matrix

Py = X(X'X)'Xx7* (17)
Fassen wir unsere Resultate in einem Theorem zusammen:

Theorem 3.2: Gegeben seien die Datenvektoren ¢ € R® und %y, 74, - ,7, € R" mit
n > p+ 1 wobei die Regressoren &y, 2, --,Z, linear unabhangig seien, die Matrix der

Regressoren
| |

X = To T1 " Xp €

habe also maximalen Rang. Wir betrachten das Minimierungsproblem

R (p+1)

—,

F(B) = F(Bo.pr,.B) = |7 = (BoTo + Bir + -+ + Bpiy) ||
— Hg‘—XﬁWf Xy min

Dann gilt: Das F' wird durch die folgende Wahl der beta’s minimiert,

gmin = (XTX)ilXTg



und die beste Approximation an das ¥, der Regression-Fit ,;, := X Emin , ist gegeben durch

—

gmin = PXy
mit der linearen Abbildung
Py : R" — R",

Py = X(XTX)'xT.

In der nachsten Vorlesung werden wir uns dann das Px etwas genauer anschauen und eine
geometrische Interpretation angeben.



