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week13: Vertrauensintervalle fiir die Regressionskoeffizienten, Teil2

Wir betrachten dasselbe Setting wie im week12.pdf und erinnern an die Schatzer

bu, = B = (XTX)'XTy

~ ) 12
s? = n—(p+1) [ Px+¥ ]
mit der Matrix X der Regressoren
. |
X = |7y & T
|

mit

5 = 4/ 52
fir jedes j € {0,1,---,p} t-verteilt ist, genauer, t,_(,11)-verteilt ist. Das bedeutet:
b
Prob[Tj € (a,b)] =/, Pt par, (¥) d

mit der Dichte der t-Verteilung

Ptn(T) = Cp—————

und der Normierungskonstanten

L)

“m = TVEm -

In der R-Software bekommt man das py,, (z) folgendermassen:

i, () = dt(x,df =m)

Dabei steht das erste ‘d” an dem dt fiir ‘density’, ‘t’ ist der Verteilungsname, die t-Verteilung
eben, und das ‘df’ steht fiir ‘degrees of freedom’.



Geben wir jetzt ein Konfidenzlevel o vor, etwa
a = 90% .

Nehmen wir an, wir haben fiir das Regressionsproblem
¥y = Bo%o + T + -0 + BTy + € (1)
= X3 + ¢
den Koeffizienten j3; geschatzt mit

A

B = {(X'X)" X"y},
Wir mochten jetzt ein Intervall
I, = [B] — 3By, B + 66 ]

bestimmen, so dass wir sagen kénnen: In a = 90% aller Félle (..welcher Félle? Antwort:
Die y’s sollen durch das stochastische Modell (1) mit normalverteilten €;’s generiert werden.
Aber typischerweise ist das ja gar nicht der Fall, sondern das sind vorgegebene Daten, oder?
Richtig...) liegt das tatsdchliche 3; in 1,,

B; € I, mit Wkeit a = 90% .
Das bekommen wir jetzt folgendermassen: Zunéchst mal ist

T

_ B — 5
ENICESERN

aquivalent zu

Bj = Bj - T}"g'\/[(XTX)_l}j,j

In welchem Bereich befinden sich die Tj’s in a = 90% aller Félle? Wir miissen die folgende
Gleichung nach z, auflosen:

S b pen(@)de = a = 90% (2)

Nun ist fiir jedes m
1 = fj;optm(x) der = f:;a+f:;waa +J“j$°§ p,, (z) dx
und, da die Dichte p;,, (r) symmetrisch ist, p, (—z) = py,, (), ist

o (2)dx = [ 2 py, (x) dz

+Za P, —00



Also gilt

fﬂ“ pm(x)de + QI:;& pm(x)de = 1

—Ta

und Gleichung (2) ist dquivalent zu ( jetzt mit m=n—(p+1))

S pu@)de = 1 = 2 pu(a)de = a = 90%

oder

o pm(@)de = 5% = 5% (3)

Fiir alle gangigen Wkeitsdichten sind die kummulierten Verteilungsfunktionen

F(z) = ffoo Pr (¥) dy

in der R-Software vorimplementiert und konnen mit der Syntax
F(z) = pVerteilungsname(x,Parameter)
= pt(x,df =m)

aufgerufen werden. Allerdings wollen wir hier ja das x, oder das —z, bestimmen, also
schreiben wir

2 p ) dy = F(—wz,) = 52 = 5%

—00

wir brauchen also die Umkehrfunktion F~! von

F(x) = [* p.(y)dy

Fiir alle gangigen W’keitsverteilungen sind diese Umkehrfunktionen, die heissen auch ‘Quantil-
Funktionen’, ebenfalls in R vorimplementiert und kénnen mit der Syntax

aufgerufen werden. Also: Die Bedingung: In a = 90% aller Falle ist

~

T; = bi — b € (2o, +x4)
$4/[(XTX)1]

)




ist dquivalent zu: In o = 90% aller Félle ist

mit

und z, gegeben durch

—z, = F1(52) = qt(52,df =m) . (6)

Das Intervall (4) ist dann das Vertrauensintervall fiir den Regressionskoeffizienten f; zum
Konfidenzlevel a.



