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Losungen ﬂbungsblatt 10 Okonometrie

Aufgabe 1: Beweisen Sie die Behauptung 3 aus dem Beweis zu Theorem 10.2, das war
die folgende Aussage (wir ersetzen das n — (p + 1) durch ein m): Fiir beliebige reelle Zahlen
ALy A gilt:

m m 2
N> %(Z)\) .
i=1 =1

Losung: Mit Cauchy-Schwarz’scher Ungleichung, die lautet: Fiir beliebige Vektoren

= (ab"' ;an)

= (b17"' abn)

S QL

gilt
(@, by < llall [0

oder in Koordinaten und quadriert:

(San) = (5) (50)

Jetzt wahlen wir

a = (1,---,1)
g = ()‘17" 7)‘71)
und bekommen
(Sia) = ($0)(50)
1= 1= J]=

oder
(i/\i )2 < n iA?
i=1 j=1

Das ist dquivalent zur Aussage von Aufgabe 1,

%(ZIA)Q < jiA? .



Aufgabe 2: a) Wegen

bekommen wir

b) Da A symmetrisch ist, ist A diagonalisierbar. Es sei
{ﬁla 172 71771}

eine ONB aus Eigenvektoren von A, also

At = N,
(0,75) = i
und
A = VvDVT
mit
[+ 4)
V = U e Uy
| |
und
D = diag(Aq, -+, \y)
Dann gilt
Qd) = (b, A9)
= (p,VDV'9)
= (V'¢,DV7'¢)

= Z?:l Ai (771' ) ¢)2

und wir bekommen

viQ] = E[@’] - (E[Q])’

= szzl AiNj E[(ﬁi : ¢)2(17j : 925)2} - [TT(A)]

2



Jetzt wenden wir den Hilfssatz 9.2 an. Die Aussage von Teil (b) war: Es gilt die folgende
Formel

E[(5:-8)*(5;-8)°] =

30t falls i =j
ot falls i #j

In unserem Fall sind die ¢; die ¢;, ebenfalls normalverteilte Zufallszahlen, aber hier mit
Standardabweichung o = 1. Also,

3 falls 1 =7

E[(@ - 9)(7;-9)] = {1 falls i # j

Damit erhalten wir dann

VIQ] = YANE[@- 05 0] — [Tr(4)]]
= D OANE[@- )@ 0] + D ANE[(@-6) (- 9)*] — [Tr(4)]]

i,j=1 3,5=1

i#] =]
= YN+ Y N3 - [T(4)]?
zlj;é:Jl =1
= YN+ Y N2 - [T(4)]?
ij=1 i=1

n 2 n
— (ZA) + > A2 - [Tr(A)]

i=1 i=1
= [TA)]* + Y N2 - [Tr(4)]?

i=1

= 2) N = 2Tr(4%)

i=1

c) Fiir nicht-symmetrisches A muss die Aussage nicht gelten, denn: Sei etwa
0 1
= (00)

Q@) = (9, 40) = ¢10»

Dann gilt

und wir bekommen
E[Q] = E[¢1¢2] =0
und
VIQl = El0iod] — (Elpion])’
= E[@E) ~0 = 1



Allerdings ist

00

2

= 0)

und damit Tr(A?) = 0. Um in einem solchen Fall die Varianz berechnen zu konnen, kann
man ganz einfach das A vorher symmetrisieren,

Qo) = (6.40) = (AT6,0) = (6,AT0)
und damit
Qo) = (6,49)
= 1{(6.49) + (6,470) }
= (¢, 25%0)

Mit der Formel aus Teil (b) folgt dann also

VIOl = 2T[(47)}] = dTe[(A+ATR] .



