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8. Übungsblatt zur Vorlesung Quantenmechanik

Aufgabe 1: Zeigen Sie, dass der klassische Drehimpuls

L⃗ = x⃗× p⃗ = mx⃗× ˙⃗x

in Kugelkoordinaten (r, φ, θ) gegeben ist durch (die Kugelkoordinaten und die Basisvektoren
(e⃗r, e⃗φ, e⃗θ) seien definiert wie in der Vorlesung)

L⃗ = mr2
{
θ̇ e⃗φ − φ̇ sin θ e⃗θ

}
mit

L⃗ 2 = (mr2)2
{
θ̇2 + φ̇2 sin2 θ

}
.

Aufgabe 2: Der Laplace-Operator im Rn in kartesischen Koordinaten x = (x1, · · · , xn) ist
gegeben durch

∆ = ∂2

∂x2
1
+ · · · + ∂2

∂x2
n

=
∑n

j=1
∂2

∂x2
j

(1)

Wir machen eine allgemeine Koordinatentransformation (mit Ω ⊂ Rn als Parameterbereich
für die neuen Koordinaten)

x = x(u) =

x1(u1, · · · , un)
...

xn(u1, · · · , un)

 , u ∈ Ω ⊂ Rn (2)

und wollen das ∆ in den neuen Koordinaten u = (u1, · · · , un) ausdrücken. Ist

f = f(x) : Rn → R

eine beliebige Funktion, und bezeichnen wir mit g die Funktion f , wenn wir sie in die neuen
u-Koordinaten umgerechnet haben, also

g(u) := f
(
x(u)

)
(3)

dann suchen wir einen Differentialoperator ∆u, der nur durch u-Variablen gegeben ist, so dass
gilt (

∆f
)
(x(u)) = (∆ug)(u) . (4)



Beweisen Sie: Das ∆u ist gegeben durch

∆u =
1√

detM

n∑
k,ℓ=1

∂

∂uℓ

√
detM M−1

k,ℓ

∂

∂uk

(5)

Dabei ist M die Matrix der Skalarprodukte der Tangentialvektoren, gegeben durch

M =

 − ∂x
∂u1

−
...

− ∂x
∂un

−


 | |

∂x
∂u1

· · · ∂x
∂un

| |

 =

( ∑n
i=1

∂xi

∂uj

∂xi

∂uk

)
1≤j,k≤n

(6)

Gehen Sie zum Beweis von (5) folgendermassen vor:

a) Wählen Sie eine beliebige differenzierbare Testfunktion φ = φ(x) : Rn → R, die im
Unendlichen verschwindet, und zeigen Sie∫

Rn

(∆f)(x)φ(x) dnx = −
∫
Rn

⟨∇xf ,∇xφ ⟩(x) dnx (7)

Dabei bezeichne ⟨ · , · ⟩ das Standardskalarprodukt im Rn.

b) Es sei jetzt g(u) := f(x(u)) wie in (3) und das φ in den neuen Koordinaten u sei etwa
mit φ̃ bezeichnet, also φ̃(u) = φ(x(u)) . Folgern Sie aus (7)∫

Rn

(∆f)(x)φ(x) dnx = −
∫
Ω

〈 (
∂u
∂x

)T ∇ug ,
(
∂u
∂x

)T ∇uφ̃
〉
(u)

∣∣det ∂x
∂u

∣∣ dnu (8)

mit, als Spaltenvektor genommen1,

∇u :=
(

∂
∂u1

, · · · , ∂
∂un

)
und den Matrizen

∂x

∂u
:=

 | |
∂x
∂u1

· · · ∂x
∂un

| |

 ,
∂u

∂x
:=

 | |
∂u
∂x1

· · · ∂u
∂xn

| |

 .

c) Die Matrix M = M(u) sei wie in (6) definiert. Folgern Sie aus (8)∫
Rn

(∆f)(x)φ(x) dnx = −
∫
Ω

〈
M−1∇ug , ∇uφ̃

〉
(u)

√
detM dnu (9)

d) Zeigen Sie schliesslich∫
Rn

(∆f)(x)φ(x) dnx =

∫
Rn

(∆ug)(u(x)) φ(x) d
nx (10)

mit ∆u gegeben durch (5). Da das φ beliebig war, folgt dann (4).

1okay, ist etwas inkonsistente Notation zu ∆u was ja nicht die Summe der zweiten u-Ableitungen ist..


