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12. Übungsblatt zur Vorlesung Quantenmechanik

Aufgabe 1: Für den radialen Anteil uℓ(r) der Wellenfunktion für das Wasserstoff-Atom

ψ = ψ(r, φ, θ) =
uℓ(r)

r
Yℓm(φ, θ) (1)

hatten wir die dimensionslosen Grössen

ρ := r
rB
, ε := E

ERy

eingeführt mit

rB = 4πε0ℏ2
me2

, ERy = ℏ2
2mr2B

und waren dann mit dem Ansatz

uℓ(r) = vℓ(x) x
ℓ+1 e−

x
2 (2)

x = 2 γ ρ

γ2 = − ε > 0

auf die folgende Differentialgleichung für das v = vℓ(x) gekommen:

x v′′ + (2ℓ+ 2− x) v′ +
(

1
γ
− ℓ− 1

)
v = 0 (3)

In der Vorlesung hatten wir dann (3) mit der Formel von Rodrigues gelöst und waren auf die
Darstellung

v(x) = n! L(2ℓ+1)
n (x) =

e+x

x2ℓ+1

( d

dx

)n {
x2ℓ+1+n e−x

}
= n!

n∑
k=0

(n+ 2ℓ+ 1

n− k

) (−x)k

k!
(4)

gekommen mit den verallgemeinerten Laguerre-Polynomen L
(2ℓ+1)
n und der Bedingung

λ = λn := 1
γ
− ℓ− 1

!
= n , n ∈ {0, 1, 2, · · · } (5)

In dieser Aufgabe wollen wir die DGL (3) mit einem Potenzreihenansatz lösen und uns klar-
machen, dass für nicht ganzzahliges λ die Lösungen nicht quadratintegrabel sind.

..bitte wenden



a) Machen Sie den Ansatz

v(x) =
∞∑
k=0

ak x
k (6)

und leiten Sie die Rekursion

ak+1 =
k − λ

(k + 1)(k + 2ℓ+ 2)
ak , k = 0, 1, 2, ... (7)

her.

b) Zeigen Sie, dass die Koeffizienten ak, wenn wir sie durch die Lösung (4) definieren, also
alles was da vor dem xk steht, tatsächlich die Rekursion (7) erfüllen, mit λ = λn = n .

c) Zeigen Sie: Für die allgemeinen ak gegeben durch (7) gilt für nicht ganzzahliges λ ̸= n
im Limes k → ∞

ak
k→∞
≈ c

k!
mit einer Konstanten c.

d) Folgern Sie aus Teil (c): Für nicht ganzzahliges λ ̸= n hat das v(x) aus (6) die Dar-
stellung

v(x) ≈
k0∑
k=0

bk x
k + c ex (8)

mit gewissen Koeffizienten bk und einem hinreichend grossen k0 < ∞ und führt damit
zu einem nicht quadratintegrablen uℓ(r).

Aufgabe 2: Die dimensionslose zeitunabhängige Schrödinger-Gleichung für den harmoni-
schen Oszillator mit Potential

V (x) = mω2

2
x2

lautet

1
2

{
− d2

dξ2
+ ξ2

}
ψ = ε ψ (9)

mit den dimensionslosen Grössen

ξ := x/ℓ , ε := E/ℏω
und der Länge

ℓ :=
√

ℏ
mω

a) Machen Sie den Ansatz

ψ(ξ) = v(ξ) e−
ξ2

2

und zeigen Sie, dass das v der DGL

v′′ − 2ξ v′ + (2ε− 1) v = 0 (10)

genügen muss.

b) Bestimmen Sie dann die Eigenwerte ε = εn und die polynomialen Eigenfunktionen
v = vn von (10) mit der Formel von Rodrigues, das war das Theorem 5.3.3 aus dem
week9.pdf .


