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Lösungen 8. Übungsblatt Quantenmechanik

Aufgabe 1: In dem week8.pdf hatten wir bereits die folgenden Formeln notiert:

˙⃗er = φ̇ sin θ e⃗φ + θ̇ e⃗θ
˙⃗eφ = −φ̇ sin θ e⃗r − φ̇ cos θ e⃗θ
˙⃗eθ = φ̇ cos θ e⃗φ − θ̇ e⃗r

Hier brauchen wir nur die erste Gleichung davon und bekommen

x⃗ = r e⃗r
˙⃗x = ṙ e⃗r + r ˙⃗er

= ṙ
r
re⃗r + r

{
φ̇ sin θ e⃗φ + θ̇ e⃗θ

}
= ṙ

r
x⃗ + rφ̇ sin θ e⃗φ + rθ̇ e⃗θ

Das können wir in das L⃗ einsetzen,

L⃗ = x⃗× p⃗ = m x⃗× ˙⃗x

= m x⃗×
{

ṙ
r
x⃗ + rφ̇ sin θ e⃗φ + rθ̇ e⃗θ

}
= m x⃗×

{
rφ̇ sin θ e⃗φ + rθ̇ e⃗θ

}
= mr e⃗r ×

{
rφ̇ sin θ e⃗φ + rθ̇ e⃗θ

}
= mr2φ̇ sin θ e⃗r × e⃗φ + mr2θ̇ e⃗r × e⃗θ

Wir berechnen die Vekorprodukte,

e⃗r × e⃗φ = det

e⃗1 cosφ sin θ − sinφ
e⃗2 sinφ sin θ cosφ
e⃗3 cos θ 0

 =

− cosφ cos θ
− sinφ cos θ

+sin θ

 = − e⃗θ

und

e⃗r × e⃗θ = det

e⃗1 cosφ sin θ cosφ cos θ
e⃗2 sinφ sin θ sinφ cos θ
e⃗3 cos θ − sin θ

 =

− sinφ
cosφ
0

 = + e⃗φ

Also,

L⃗ = mr2φ̇ sin θ e⃗r × e⃗φ + mr2θ̇ e⃗r × e⃗θ

= − mr2φ̇ sin θ e⃗θ + mr2θ̇ e⃗φ

und damit, da die (e⃗r, e⃗φ, e⃗θ) eine Orthonormalbasis bilden,

L⃗ 2 = (mr2)2
{
θ̇2 + φ̇2 sin2 θ

}
.



Aufgabe 2: a) Bekommen wir mit partieller Integration:∫
Rn

(∆f)(x)φ(x) dnx =

∫
Rn

n∑
i=1

∂2f

∂x2
i

φ(x) dnx

=
n∑

i=1

∫
Rn−1

∫ ∞

−∞

∂2f

∂x2
i

φ(x) dxi d
n−1x

=
n∑

i=1

∫
Rn−1

∂f

∂xi

φ(x)
∣∣∣∞
−∞

dn−1x −
n∑

i=1

∫
Rn−1

∫ ∞

−∞

∂f

∂xi

∂φ

∂xi

dxi d
n−1x

= 0 −
∫
Rn

n∑
i=1

∂f

∂xi

∂φ

∂xi

dnx

= −
∫
Rn

⟨∇xf ,∇xφ ⟩(x) dnx

b) Mit der Kettenregel bekommen wir

∂f

∂xi

=
n∑

j=1

∂g

∂uj

∂uj

∂xi

oder in Matrix-Vektor Notation, mit den Gradienten als Spaltenvektoren,

∇xf =
(∂u
∂x

)T

∇ug

Mit der Transformationsformel für n-dimensionale Integrale,

dnx =
∣∣det ∂x

∂u

∣∣ dnu
folgt dann die Aussage von Teil (b).

c) Es ist mit Teil (b)

⟨∇xf ,∇xφ ⟩ =
〈 (

∂u
∂x

)T ∇ug ,
(
∂u
∂x

)T ∇uφ̃
〉

=
〈

∂u
∂x

(
∂u
∂x

)T ∇ug , ∇uφ̃
〉

Im week8.pdf hatten wir bereits gezeigt, in Gleichung (32),

∂u

∂x
=

(∂x
∂u

)−1

Also,

∂u

∂x

(∂u
∂x

)T
=

(∂x
∂u

)−1
[(∂x

∂u

)−1
]T

=
(∂x
∂u

)−1
[(∂x

∂u

)T]−1

=
[(∂x

∂u

)T ∂x
∂u

]−1

= M−1



Weiterhin können wir schreiben, wegen detA = det(AT )

∣∣det ∂x
∂u

∣∣ =

√∣∣det ∂x
∂u

∣∣2 =

√∣∣det(∂x
∂u

)T
det

∂x

∂u

∣∣ =

√∣∣det[(∂x
∂u

)T ∂x
∂u

]∣∣
=

√
detM

Also, mit (b),∫
Rn

(∆f)(x)φ(x) dnx = −
∫
Ω

〈
∂u
∂x

(
∂u
∂x

)T ∇ug , ∇uφ̃
〉
(u)

∣∣det ∂x
∂u

∣∣ dnu
= −

∫
Ω

〈
M−1∇ug , ∇uφ̃

〉
(u)

√
detM dnu

d) Wir nehmen das Resultat aus (c) und bringen das ∇u mit einer weiteren partiellen Inte-
gration von dem φ̃ wieder auf das g:∫

Rn

(∆f)(x)φ(x) dnx = −
∫
Ω

〈
M−1∇ug , ∇uφ̃

〉
(u)

√
detM dnu

= −
n∑

j,k=1

∫
Ω

√
detM M−1

j,k

∂g

∂uk

∂φ̃

∂uj

dnu

= +
n∑

j,k=1

∫
Ω

∂

∂uj

{√
detM M−1

j,k

∂g

∂uk

}
(u) φ̃(u) dnu

=

∫
Rn

1√
detM

n∑
j,k=1

∂

∂uj

{√
detM M−1

j,k

∂g

∂uk

}
(u(x)) φ(x) dnx

und da M symmetrisch ist, Mk,ℓ = Mℓ,k, ist auch M−1 symmetrisch und Formel (5) folgt.


