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Aufgabe 1: Wir haben für |m| < N

(D+D−f)m = (D−f)m+1−(D−f)m
∆x

= 1
∆x

{
fm+1−fm

∆x
− fm−fm−1

∆x

}
= fm+1 + fm−1 − 2fm

(∆x)2

und

(D−D+f)m = (D+f)m−(D+f)m−1

∆x

= 1
∆x

{
fm+1−fm

∆x
− fm−fm−1

∆x

}
= fm+1 + fm−1 − 2fm

(∆x)2

und etwa für m = +N :

(D+D−f)N = (D−f)−N−(D−f)N
∆x

= 1
∆x

{
f−N−f+N

∆x
− fN−fN−1

∆x

}
= f−N + fN−1 − 2fN

(∆x)2

was identisch ist mit

(D−D+f)N = (D+f)N−(D+f)N−1

∆x

= 1
∆x

{
f−N−fN

∆x
− fN−fN−1

∆x

}
= f−N + fN−1 − 2fN

(∆x)2

Die Rechnung für m = −N ist analog.



Aufgabe 2: Wir haben

N∑
m=−N

ei 2π
(j−ℓ)m
2N+1

n=m+N
=

2N∑
n=0

ei 2π
(j−ℓ)(n−N)

2N+1

= e− i 2π
(j−ℓ)N
2N+1

2N∑
n=0

ei 2π
(j−ℓ)n
2N+1

= e− i 2π
(j−ℓ)N
2N+1

2N∑
n=0

(
ei 2π

(j−ℓ)
2N+1

)n

= e− i 2π
(j−ℓ)N
2N+1

2N∑
n=0

qn

mit

q := ei 2π
(j−ℓ)
2N+1

Für q ̸= 1 ist

2N∑
n=0

qn =
1− q2N+1

1− q
=

1 − ei 2π (j−ℓ)

1− q
=

1− 1

1− q
= 0

und für q = 1 ist offensichtlich

2N∑
n=0

qn = 2N + 1

Die Gleichung q = 1 ist äquivalent zu

ei 2π
(j−ℓ)
2N+1 = 1 = e i 2πm

oder

j − ℓ

2N + 1
= m ∈ Z

Also dürfen sich j und ℓ nur um ein ganzzahliges Vielfaches von 2N + 1 unterscheiden,

j = ℓ + (2N + 1)m , m ∈ Z

Falls −N ≤ j, ℓ ≤ +N gilt, muss dann notwendig j = ℓ sein und wir bekommen

N∑
n=−N

ei 2π
(j−ℓ)n
2N+1 = (2N + 1)× δj,ℓ .

Aufgabe 3: Wir bekommen

(F 2)j,ℓ =
N∑

m=−N

Fj,m Fm,ℓ

=
1

2N + 1

N∑
m=−N

e i 2π jm
2N+1 e i 2π mℓ

2N+1

=
1

2N + 1

N∑
m=−N

e i 2π
(j+ℓ)m
2N+1 = δj+ℓ,0



Da die Summe von j + ℓ maximal 2N und mindestens −2N ist, kann j + ℓ kein ganzzahliges
Vielfaches von 2N + 1 sein, sondern da kommt nur j + ℓ = 0 in Frage. In Matrix-Notation
haben wir also

F 2 =


0 · · · 0 1
... . .

.
1 0

0 . .
.

. .
. ...

1 0 · · · 0


und die Wirkung auf ein f = (f−N , · · · , fN) ∈ C2N+1 ist gegeben durch

(F 2f)m = f−m

Offensichtlich ist dann

(F 4f)m = (F 2F 2f)m = (F 2f)−m = f−(−m) = fm

also F 4 = Id ist die Einheitsmatrix.

Aufgabe 4: Wir haben

f̂(k) =
∫∞
−∞ e i kx f(x) dx√

2π

=
∫∞
−∞ e i kx x e− x2

2
dx√
2π

=
∫∞
−∞ (−i) d

dk
e i kx e− x2

2
dx√
2π

= (−i) d
dk

∫∞
−∞ e i kx e− x2

2
dx√
2π

Thm.3.5
= (−i) d

dk
e− k2

2

= + i k e− k2

2 .


