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VL3: Lineare Regression als deterministisches Minimierungsproblem:
L' und L? Regression in einer Dimension

Wir betrachten die folgende Situation: Gegeben seien n Datenpunkte

($17y1)7 (anyQ)a T, (xnayn)

in der x,y-Ebene, etwa wie in dem folgendem Bild:
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Auf Grund des Plots der (z;,y;) vermutet man einen linearen Zusammenhang zwischen den
x; und den y;:

vi = Bo + Bix; + error/noise (1)

Problem: Man méchte die Sy, 5 so wéhlen, dass die rechte Seite von (1) die y; ‘méglichst gut’
approximieren tut. Wir miissen ‘moglichst gut” mathematisch prazisieren. Es gibt mehrere
Moglichkeiten, etwa:

a) L'-Regression:

Z‘ yi — (Bo+ f1x;)| — min
=1



b) L?-Regression:

n

Z[% - (50"’51%)]2 —> min

=1

Die Namen L!- und L?-Regression kommen her von den LP-Normen, oder, fiir Zahlenfolgen,
von den /P-Normen. Diese sind folgendermassen definiert: Fir Z, i/ € R™ ist

- o n 1/
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also insbesondere

17 =lles = >y |2 — wil
o o n 1/2
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Das Problem (a) ist nur numerisch 16sbar. Fiir das Problem (b) gibt es eine explizite Losung.
Wir 16sen zunéchst das Problem (b).

Problem (b): Wir betrachten das Minimierungsproblem

n

F(Bo, Br) = Z[yi_ (504-51:@)]2 — min

i=1

Notwendige Bedingung fiir ein Minimum ist

VF = (8F, ¢y = (0,0)

Wir bekommen

8 = 23 [y — (Bot+Biz)] = 0
=1

o8 = 23wy~ (bot+fum)] = 0
=1

Das sind zwei lineare Gleichungen fir die zwei Unbekannten (5, und (3;, das konnen wir also
losen. Wir haben das System

Z(ﬁo + fixi) = Z Yi
1=1 =1
Z(ﬁo% + fia) = inyi

1=1 =1

oder

n By + Z T = Z Yi
i=1 ;

fozﬂo +Z$?51 = Zyi
i=1 i=1 ;



Mit den Abkiirzungen

r = (r1,29,--+,2,) € R"
?j = (y17y27"' 7yn) € R™
g = (1,1,---,1) € R"

haben wir etwa
e = 141441 = n

und konnen damit das Gleichungssystem auch folgendermassen schreiben:

ey + ETfh = &F
€x By TTXp, = Ty
Das ist von der Form
AB = b
mit
B ee er > (Do o ey
gD ) - ()
Wir haben
detA = é&? 7% — (89?)2 > 0

falls @ # A€, denn nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ist
ez < el |17

mit Gleichheit nur bei linearer Abhéngigkeit die wir hier ausschliessen wollen. Dann ist das
A also invertierbar und wir bekommen

P 1 77 —¢ef
 detA \ —€7 ee

Damit erhalten wir dann die folgenden Formeln fiir die Regressionskoeffizienten 5y und f;:

b _ 41 - 1 7 (eg) — (@D)(&9) @
B 21t — (1) \& (Fy) — (D)€Y
Mit Hilfe der Formeln (2) konnen wir also zu gegebenen Datenpunkten (x1,41), -, (T, Yn)

die beta’s explizit berechnen. Damit ist das Problem der L?-Regression, das Problem (b),
gelost. Die Formeln (2) sind in der R-Software schon vorimplementiert und kénnen mit dem

Im( y ~ x )

sehr einfach berechnet werden, das schauen wir uns dann nachste Woche an. Das 1m steht fiir
‘linear model’, wobei sich das ‘linear’ auf die betas bezieht, nicht auf die x, also Sie konnen



damit auch Modelle wie y; = f1x; + foz? fitten, das ist immer noch linear in den beta’s,
aber nicht in den z;’s.

Problem (a): Betrachten wir jetzt das Problem (a), die L'-Regression. Versuchen wir, eine
analoge Rechnung zu machen wie eben. Fiir die Betrags-Funktion

7 +x fuerxz >0
x =
—x fuerz <0
gilt fiir x # 0
i|x| B +1 fuerxz >0 oz
B —1 fuerz<0 |

Mit
F(Bo, B1) Z‘ Yi — (Bo+ Br;) ‘

erhalten wir dann aus

VF = (8F, ¢y = (0,0)

die Gleichungen

8_F L — (Bo + Brxy) 2

96y Z | — (Bo+ Bri) | "
oF yi — (Bo + Brws) i
651 N Z i ’ Yi — 60 + lel) ’ !

Wir kiirzen ab:
gi(B) = |y — (Bo+ Prxi)|

und bekommen die Gleichungen

i Bo + Br; Y

(8) — &i(p)
Box; + 51962 B N
Z z(ﬂ) N i—1 8Z(B)

Mit der Definition

- - T;Y;
(Z,))e =
) ZE: &i(B)
konnen wir dann schreiben

<€7é>6 /30 + <€7f>6 ﬂl = <5,?7>s
<€7f>6 60 + <f7f>e ﬂl - <fa?7>€



wobei der Vektor € nach wie vor durch n Einsen gegeben ist,
e = (L,1,---,1) € R"

Das ist von der Form

mit

(€.6). (e

€, e
(e,7). (¥

S

7). - Bo <€7?7>e)
A = — ) = ) —
( w>5> ’ (6) (mmg
wobei das A und das b aber jetzt ebenfalls von den 8 abhéngen, iiber die ¢ = (). Wir
konnten also wieder schreiben

oder explizit

() - ToEm —war (6o n: - enien) O

Allerdings, und das ist jetzt der wesentliche Unterschied zur L?-Regression, ist das keine
explizite Formel fiir die Regressionskoeffizienten /3y und 51, da die rechte Seite von (3) ja von
e = ¢(f) und damit also auch von den §’s abhéngt. Man kann dann versuchen, die Gleichung
(3) numerisch durch Iteration zu 16sen: Man beginnt mit Startwerten fiir Sy und f;, etwa

B =
B =

und berechnet dann neue beta’s durch die Gleichung

<ﬁék+1)> _ 1 (<f,f>a<az7>g ~ (@2,

)

Also die rechte Seite berechnet man mit den alten beta’s ﬂék) und BYC) und bekommt so neue
beta’s, die man dann im néchsten Iterationsschritt wieder auf der rechten Seite einsetzen
kann. Es ist natiirlich nicht klar, ob diese Prozedur auch konvergieren tut, fiir die meisten
Falle tut sie das aber, das werden wir uns dann nachste Woche mit einer R-Implementation
genauer anschauen.

g+ €3 (70 — (6.5 4)

e==(8(R)

Die iterative Berechnungsmethode der Regressionskoeffizienten geméss Gleichung (4) wird
auch als ‘iteratively reweighted least squares’ bezeichnet.



