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VL11: Effizienz der Maximum-Likelihood-Schatzer

Es gelten dieselben Bezeichnungen wie in den VL’s 94-10. Die Maximum-Likelihood-Schatzer
waren durch die folgenden Formeln gegeben:

Bu = (XTX)' X7y (1)
-~ 12

o?mr = % [PXLZ/} (2)
Die Bj,ML waren erwartungstreu,

E[Bm] = B

aber das o?y, war nur im Limes n — oo erwartungstreu. Deshalb hatten wir den er-
wartungstreuen Schétzer s? fiir die Varianzen der Fehler ¢; definiert, das war also

92
s? = m[PxLy} (3)
Wir wollen jetzt zeigen, dass diese Schatzer effizient sind. Das heisst, dass sie innerhalb einer
grosseren Klasse von Schatzern eine minimale Varianz besitzen. Wir betrachten zunachst

die Schéatzer /éj7ML fir die Regressionskoeffizienten 3; und definieren die folgende Menge von
linearen, erwartungstreuen Schétzern

L= {B R SR BG) = A7+, AcRPDN Fe R EB@) =5 (@)

wobei die ¥ = (y1, -+, yn) durch

j = X6+¢ (5)
gegeben sind mit N(0, o)-normalverteilten unabhéngigen Zufallszahlen £ = (e1,--- ,¢,) und
X wie iiblich die Matrix der Regressoren mit den Spaltenvektoren &y, 7, - - - , &, € R". Dann

gilt das folgende

Theorem 11.1: Der Maximum-Likelihood-Schétzer Sy, aus Gleichung (1) ist effizient in der
Klasse von linearen, erwartungstreuen Schatzern £ gegeben durch Gleichung (4). Das heisst
genauer, fir jeden Schatzer [ aus £ gilt:

~ ~

V(3] = o (XTX);} = VI[5] . (6)



Beweis: Wegen

E[ Ay +b]

m
o0
I

= E[AXG+8)+1b]

muss gelten

Also,

und wir bekommen
V5] = E[(B-85)°]

— E[(49), Aem

= o (AA");;

(9)

wobei wir in der letzten Zeile von (9) das Lemma 9.2 verwendet haben. Wir miissen zeigen:

Die rechte Seite von (9) wird minimiert durch
A = (XTxX)'xT
Dazu schreiben wir
A= X'TX)'XT + D
mit D := A — (XTX)'XT. Wegen
(XTX) XY = X[XTX) T = X[(XTX)TT = X(XTX)
bekommen wir dann

AAT = [(XTX)'XT + DI[(XTX) ' XT 4+ DY
= [(XTX)'XT + D] X(XTX)!' + DT]
= (XTX)'XTX(XTX)™ + DX(XTX)™' + (XTX)"'XTDT + DD*

= (XTX)' + DX(X"X)™' + (x"Xx)"Y(DX)" + DD

(10)



Nun ist aber
DX = [A-(X'"X)"'XT]X = AX — (XTX)'XTX D rd—1d = 0
und wir erhalten
AAT = (XTX)™' + DD"

Wegen

(DD%);; = Dix(D")k; = > DjxDjx > 0
k=1 k=1

erhalten wir damit aus (9)
V[ﬁj] = 0'2 (AAT)J?J Z 0'2 (XTX>]TJ1
und das Theorem 11.1 ist bewiesen. W

Jetzt wollen wir ein analoges Theorem fiir den Schatzer

~ ~

S = S (:J) = (p+1

[ Px
- (p+1 <PXJ-y)PXJ-y>
y (7

= (p+1 P PXiy>
= (p+1 < P LPXiy>
= o W Pxi¥) (11)

formulieren. Dazu definieren wir die folgende Menge von positiven, quadratischen und er-
wartungstreuen Schétzern

Q = {;:R"%R () = (G AD + b)) +¢ > 0,
AeR™ beR" ceR, E[s2(§)] :02} (12)
wobei die ¥ = (yi1,- -+ ,yn) wieder durch (5) gegeben sind mit N (0, o)-normalverteilten un-

abhéngigen Zufallszahlen &= (e, - ,¢,). Dann gilt das folgende

Theorem 11.2: Der Schitzer s? aus Gleichung (11) ist effizient in der Klasse von positiven,
quadratischen und erwartungstreuen Schitzern Q gegeben durch Gleichung (12). Das heisst

genauer, fiir jeden Schatzer s2 aus O gilt:
20 -~

V[s?] > = tD) = V[s?] (13)



Beweis: Wir zeigen zunachst die folgende

Behauptung 1: Fiir alle s2 € Q und mit §y = X 6 + & konnen wir schreiben

() = (548 (14)

und wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, dass A symmetrisch ist, A = A”. Weiterhin gilt

AX = 0. (15)
Beweis Behauptung 1: Wegen
j = XB+¢
ist
S2) = SXB+8) = (XB+8),AXF+8) + (b,(XF+9) + c
= (XB,AXB) + (5, AXB) + (XB,A8) + (¢, Ad)
+ (0, X3) + (5,8 + ¢ (16)
und damit
o? = E[2()] = (XB,AXB) + (5, X3) + ¢ + 0% Tr(A) (17)

Dabei haben wir die Identitaten

E[(£,48)] = ) ai;E[ie)]

und
E[(2AX0)] = E[(XF,49)] = E[(h&)] = 0
benutzt. Fiir beliebige E und beliebiges 0 muss also gelten:
(B, XTAXB) + (X"b.8) + ¢ + o Tr(4) = o (18)

Aus (18) folgt

XTAX = 0 (19)



und

c =0 (20)
Tr(A) = 1 (21)

Wegen ¢ = 0 und der Positivitat der Schatzer muss weiterhin gelten

!
—

SF) = @AD + b.g) > 0 = s2(7=0) (22)

Das heisst, ¥ = 0 ist globales Minimum von :93(3]) und das wiederum bedeutet, dass der
Gradient von s2 an der Stelle ¥ = 0 verschwinden muss,

V()| g = b =10 (23)

Also gilt fiir jedes 2€Q

@) = (7, A (24)
Wegen
(1. 49) = (Agy) = (5. A"y
konnen wir schreiben
s((y) = (4, AY)
- H@ap + G479}

= (7, 45 7)

so dass wir 0.B.d.A. annehmen konnen, dass die Matrix A symmetrisch ist,
A = AT
Aus Gleichung (16) folgt dann
S = SXF+e) = (XFAXG) + (£ AXF) + (X549 + (£.49)
+ (b, XB) + (b, + ¢
=" (B,XTAXPB) + (£, AXP) + (AX[B.8) + (5 A2)

Y2 AXE) + (249 (25)

> 0 = $2(XF+9)|.;

Die letzte Zeile folgt wieder aus der Positivitat von 52 und bedeutet, dass bei & = 0 ein
globales Minimum ist und damit der Gradient nach £ von s? an der Stelle &= 0 verschwinden
muss:

Ves2(XF+8) |y = 24AX5 = 0



Da das fiir beliebige 5 € RPHL gelten muss, folgt
AX = 0
und mit (25) haben wir dann also die Darstellung
S2(5) = (A8
Damit ist die Behauptung 1 bewiesen. e

Eine dquivalente Formulierung von (15), das war die Gleichung AX = 0, ist

Ay = A7, = - = A%, = 0 (26)
Das heisst, die Regressoren Zy, 771, - - - , &, sind Eigenvektoren von A zum Eigenwert A = 0. Da
wir das A als symmetrisch voraussetzen konnen, ist es diagonalisierbar. Es seien A, Ay, -+, A,

die Eigenwerte von A. Aus der Positivitdt von s? folgt
A > 0 Wi
Wir ordnen die Eigenwerte der Grosse nach von gross nach klein,
AL > A > 2N, 20

Wegen (26) gilt dann

Wir zeigen jetzt die folgende

Behauptung 2: Fiir jedes 2€0 gilt

Vi2] = 2003 0 E a0t N (28)
i=1

Beweis Behauptung 2: Es sei

{’U17,U2”'7/Un}

eine ONB aus Eigenvektoren von A, also

Av; = N\
(T, Tj) = 0y

und
A = VvDVT

mit



und

Dann gilt
2@ = (e 49
— (&VDVTS)
— (VT2 DV

und wir bekommen
V[s2] = E[(s9?] - (E[s*])

= YU ANE[@ 92T 82] = (o) (29)

Jetzt wenden wir den Hilfssatz 10.2 vom letzten Mal an. Die Aussage von Teil (b) war: Es
gilt die folgende Formel

. . 3ot falls i =j
E[(4;-8)*(V;-8)?] = {4

., (30)
o falls 7 # j

V[s?] = D> ANE[@- 9% 9°] - o

2,7=1
= > ANE[(@ 92T -] + Y ANE[@ 959’ - o
gt =
= > Aot + ) M3t - ot
zzjzl =1
= > Aot + ) N2t - ot
2,7=1 =1
n 2 n
_ <Z)\i> ot Y N2t ot

= [Tr(A)]2c74 + 2)3204 — ot
i=1
Jetzt benutzen wir die Gleichung (21),
Tr(A) = 1
und erhalten
V[t = [T " + Y N2t - o
i=1

n—p—1

= 204i)\? = 20 Z A
i=1 i=1



Damit ist die Behauptung 2 gezeigt. e
Die Aussage von Theorem 11.2 folgt nun aus der folgenden

Behauptung 3: Es gilt

n—(p+1)
>z o
— n—(p+1)

=1

Beweis Behauptung 3: Ubungsblatt 11. e

Also konnen wir jetzt schreiben

V[s2] P 20t TN

- n—(p+1 —
20* - 2
- n—<p+1><;k")
_ %{Tm)]?
(21) 20* 0
= aToTD V[s?]

Damit ist das Theorem 11.2 bewiesen. W

n—(p+1)

A

7

;

(31)



