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Kapitel 4: Brownsche Bewegung, Wiener-Maf§ und das Black-Scholes Modell:
Ubungen zu Theorem 4.1 und Rechenregeln fiir die Brownsche Bewegung

Bevor wir in der nachsten Veranstaltung zum Ito-Lemma kommen, wollen wir noch ein bischen
iiben, wie man Erwartungswerte beziiglich des Wiener-Masses berechnet, das ging mit dem

Theorem 4.1: Let F': R™ — R be some function and let 0 =:tqg < t; < --- <t,, <T. Then

m

/ F(xtn ey xtm) dW({xt}0<t§T) = / F(xtm e xtm) Kljlptzﬂfeq (137&@,1, xte) dxte (1)

m

where the kernels p;(x,y) are given by

p(@,y) = F=e =

and satisfy the equations

prs(xay)pt(y>Z)dy = ps—&-t(maz)a
Jeps(y)dy = 1.

Dazu schauen wir uns die folgende Ubungsaufgabe an:

Aufgabe: Es sei {2;}:>0 eine Brownsche Bewegung und dW ({z; }o<:<r) sei das Wiener-Maf.
Zeigen Sie: Fir t > s gilt:

E[mt—ms} = 0
V[mt—xs} = t—s

E[ |z, — x| ] = 2(t —s)
Vg, -zl | = (1-2)(t—s)

Losung: Since all expectations and variances to be calculated depend on the Brownian
motion observed at two times s and ¢ with s < ¢, we have to use Theorem 4.1 with m = 2:

E [F(xs, xt)} = /R2 F(xs,x4) ps(0, z5) pr—s(s, 1) dg day (2)

If the quantities to be calculated depend only on the difference z; — zg, that is, F'(zs, z;) =
f(z; — x5) with some function f, then

E[F($57 xtﬂ = f(xt - %)ps(O, $s>pt—s($57 $t) drg d,
R2



and we can calculate as follows:

1 22 1 T
E[F(xs,xt)] = . flay — ) €% —————— 209 dx,dy;

V21s V27 (t — s)

12 y2
= 2 e 209 dxg d
/ ( ) \V21s V27 (t — s) Y

2

__Y
e 2(t—s) dy
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Thus, with the formulae from Ubungsblatt5, we obtain:

Definiton

of E[- 3 _v?
E[z; — x5 ] fE[] /(:pt—xs) dW ({xt fo<t<r) ® /w/t—sve 5 j;?
R
2
_ - dv _
= \/t—s/Rve2ﬁ_0

™

and
Ello—zl] = [l o W ({adocier) @ / Vi—sloleF 4o
= %/t—s /Ooove_vj\‘/j;’—7T
= 2Vt —sx \/——W —(t—s)
and

E[lz; — a,|*] = E[(x;— )] = /(xt_l‘s)2 dW ({z}o<i<r) 2 A(mv)Qe_fj%

= <t_8)/Rv26_UQ\?_2UTr = t—s

which gives

Viz, —x,] = E[(z; —x,)?] — (E[xt—:r:s])
= t—s
and
Vo —a|] = E[(@i—2)’] = (El[la; —a])’



Als nachstes wollen wir uns mit der Rechenregel fiir die Brownsche Bewegung

vertraut machen. Die ist dafiir verantwortlich, dass es so etwas wie ‘stochastic calculus’ gibt,
namlich, dass man bei Rechnungen mit infinitesimalen Grossen bei stochastischen Objekten
immer Terme bis zur 2. Ordnung mitnehmen muss. Grundlage dazu ist das folgende Theorem,
was wir fiir den Spezialfall f(¢) = 1 mit dem Theorem 4.2 bereits bewiesen haben. Der Beweis
fiir den allgemeinen Fall, fiir beliebiges f, geht vollig analog.

Theorem 4.3: Essei {z;}:>0 eine Brownsche Bewegung und f : [0,7] — R sei eine beliebige
Funktion. Fiir eine Diskretisierung {0, At,2At,--- | NAt = T} des Intervalls [0, 7] definieren
wir die Grosse

N N
In(f) = Y ft) (e, =2 ) = ALY f(te) 6} (5)
k=1 k=1
Dann gilt
: T
Jim L) = J) 0 dr ()

Dabei ist der Limes im folgenden Sinne zu verstehen:

Alitr_%Prob“[At(f) — [Ty dt| > g] — 0 VYe>0.

Aus diesem Theorem ergeben sich dann die

Rechenregeln fiir die Brownsche Bewegung: Schreibt man den Ausdruck in (5) im
Limes At — 0 als fOT f(t) (dx;)?, dann liest sich die Gleichung (6) folgendermafen:

Jo J@) (de)? = [} f(0)dt (7)

Die Giiltigkeit dieser Gleichung (7) wird iiblicherweise in der kompakten Notation
(dz)* = dt (8)
zum Ausdruck gebracht, obwohl die Gleichung (8) nur fiir sich genommen, etwa wieder mit

endlicher Diskretisierung dt — At > 0, ja nicht richtig ist: Die Brownsche Bewegung ist
gegeben durch (bei endlicher Diskretisierung)

Ty, = @Z§:1¢j (9)

mit standard-normalverteilten Zufallszahlen ¢;, also ist

(de)? — (Azy,)? = (v, — w0, ) = (VALG)® = Atg} # At — dt (10)



Erst wenn die Gleichung (10) iiber k& summiert wird und dann der Limes At — 0 genommen
wird (und vorher vielleicht noch mit einem beliebigen Faktor f;, multipliziert wird), also erst
nach Anwenden der Operation

N
: : _ T
Al}tr_rgo ké_l fo mit N = & — o0 (11)

erhélt man aus (10) eine korrekte Identitdt. Allerdings, wenn man eine formale Rechnung
macht, in der dt’s und dx;’s vorkommen, hat man das Anwenden der Operation (11) am
Ende der Rechnung iiblicherweise immer vor um dann zu konkreten Zahlen zu kommen, und
deshalb werden wir also im weiteren Verlauf der Vorlesung bei solchen Rechnungen immer
die folgenden Rechenregeln

(dl’t)Q = dt
drydt = 0 (12)
(dt)> = 0

verwenden.



