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Losungen 9. I"Jbungsblatt Komplexe Funktionen

1.Aufgabe:  Alle angegebenen Funktionen sind in einer Umgebung von 7, ., komplex
differenzierbar, so dass alle Integrale gemaéss

/ f2)dz = F(z) — F(z)

20,21

berechnet werden kénnen, wobei F' eine Stammfunktion von f ist, also F'(z) = f(z) in einer
Umgebung von v, ., .

a) f(z) =22 z=1+4, 2=2+i = F(z)=2%/3 und damit
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b) f(z)=cosz, zy=—i, z1=14+i = F(z)=sinz und damit

F(z) — F(2) = sin(1 + ¢) — sin(—17)

Blatt6,Aufg2d . .. .
= sinlcoshl +¢sinh1cos1 + sin<

= sin 1 cosh 1 + i[sinh 1 cos 1+ sinh 1] .

c) f(z)=¢* zp=log2, z =in/2 = F(z)=¢€" und damit

F(z) — F(z) = e™?—¢l#2 = j 2



d) f(z)=2z¢* zo=—-1—in/2, 2z =2+im:

Da fiir komplexe Funktionen ebenfalls die Produktregel gilt, gilt auch die Umkehrung
davon, f(2)g(z) = [ f'(2)g(2)dz + [ f(2)¢'(z)dz, so dass wir eine Stammfunktion mit
partieller Integration finden kénnen:

[zefdz = ze" — [1le* = ze* —e* = (z—1)e* = F(z)
Damit:

F(z) — F(z) = (14in)e*™™ — (=2 — 2’7?/2)6’1’”/2
— —(1—l—i7r)62 +i(=2 —i7T/2)e_l
= —e’+ L —i[me? +2/e] .

e) f(z)=zcosz, 2=0, z =1
[zcoszdz = zsinz— [1sinz = zsinz+cosz = F(z)
und damit

F(z1) — F(2) = isini+ cosi— cos0
= —sinhl+coshl—1 = e —1.

f) f(2) =Log(z), =2=1 zn =1+

[ Log(z)dz = [1x Log(z)dz

und damit
F(z1) — F(z) = (1+4)Log(1+4)—1—1i—[Log(l)—1]
= (1+4)logv2+i%]—1—i+1

= log V2 —7/4+illogV2+m/4—1].

2.Aufgabe: Eine Parametrisierung des Kreises K,.(zg) ist gegeben durch

2(p) = z+re¥, pel0,2n].



Damit erhalten wir fiir ganzahlige, positive oder negative, Werte von n € Z:
2
dz
/ (z—20)"dz = / [2(p) — 20]" o dp
Kr(z()) 0 90
2
= / (re" ) ire dyp
0
2m
— Z',r,n-i-l / ei(n—‘rl)cp ng
0

Fiir n # —1 konnen wir das letzte Integral wie folgt berechnen:

27
. 1 .
i(n+1)e _ i(n+1)p
e dp = —e
/0 TR

Und fiir n = —1 ist offensichtlich

2m 2
/ e gy = / ldp = 27 .
0 0

2mq  fall =—1
/ (2= )" ds = me falls n
K (20) 0 sonst

da der Vorfaktor 7™ in der Gleichung (1) fiir n = —1 gleich 1 ist.

27 1

0 iln+1)

Also insgesamt:

[ei(n+l)27r . 60} - 0.



