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Lösungen 9. Übungsblatt Komplexe Funktionen

1.Aufgabe: Alle angegebenen Funktionen sind in einer Umgebung von γz0,z1 komplex
differenzierbar, so dass alle Integrale gemäss∫

γz0,z1

f(z) dz = F (z1) − F (z0)

berechnet werden können, wobei F eine Stammfunktion von f ist, also F ′(z) = f(z) in einer
Umgebung von γz0,z1 .

a) f(z) = z2, z0 = 1 + i, z1 = 2 + i ⇒ F (z) = z3/3 und damit

F (z1) − F (z0) =
1

3

[
(2 + i)3 − (1 + i)3

]
=

1

3

[
8 + 3× 4i+ 3× 2(−1)− i− [1 + 3i+ 3(−1)− i]

]
=

1

3

[
8 + 12i− 6− i− 1− 3i+ 3 + i

]
=

4 + 9i

3
.

b) f(z) = cos z, z0 = −i, z1 = 1 + i ⇒ F (z) = sin z und damit

F (z1) − F (z0) = sin(1 + i)− sin(−i)
Blatt6,Aufg2d

= sin 1 cosh 1 + i sinh 1 cos 1 + sin i

= sin 1 cosh 1 + i[sinh 1 cos 1 + sinh 1] .

c) f(z) = ez, z0 = log 2, z1 = iπ/2 ⇒ F (z) = ez und damit

F (z1) − F (z0) = eiπ/2 − elog 2 = i− 2 .



d) f(z) = z ez, z0 = −1− iπ/2, z1 = 2 + iπ:

Da für komplexe Funktionen ebenfalls die Produktregel gilt, gilt auch die Umkehrung
davon, f(z)g(z) =

∫
f ′(z)g(z)dz +

∫
f(z)g′(z)dz, so dass wir eine Stammfunktion mit

partieller Integration finden können:∫
zezdz = zez −

∫
1ez = zez − ez = (z − 1)ez = F (z)

Damit:

F (z1) − F (z0) = (1 + iπ)e2+iπ − (−2− iπ/2)e−1−iπ/2

= −(1 + iπ)e2 + i(−2− iπ/2)e−1

= −e2 + π
2e
− i[πe2 + 2/e] .

e) f(z) = z cos z, z0 = 0, z1 = i∫
z cos zdz = z sin z −

∫
1 sin z = z sin z + cos z = F (z)

und damit

F (z1) − F (z0) = i sin i+ cos i− cos 0

= − sinh 1 + cosh 1− 1 = e−1 − 1 .

f) f(z) = Log(z), z0 = 1, z1 = 1 + i

∫
Log(z)dz =

∫
1× Log(z)dz

= z Log(z)−
∫
z 1
z
dz

= z Log(z)− z = F (z)

und damit

F (z1) − F (z0) = (1 + i)Log(1 + i)− 1− i− [Log(1)− 1]

= (1 + i)[log
√

2 + iπ
4
]− 1− i+ 1

= log
√

2− π/4 + i[log
√

2 + π/4− 1] .

2.Aufgabe: Eine Parametrisierung des Kreises Kr(z0) ist gegeben durch

z(ϕ) = z0 + r eiϕ , ϕ ∈ [0, 2π] .



Damit erhalten wir für ganzahlige, positive oder negative, Werte von n ∈ Z:∫
Kr(z0)

(z − z0)n dz =

∫ 2π

0

[
z(ϕ)− z0

]n dz
dϕ

dϕ

=

∫ 2π

0

( r eiϕ )n ir eiϕ dϕ

= i rn+1

∫ 2π

0

ei(n+1)ϕ dϕ (1)

Für n 6= −1 können wir das letzte Integral wie folgt berechnen:∫ 2π

0

ei(n+1)ϕ dϕ =
1

i(n+ 1)
ei(n+1)ϕ

∣∣∣2π
0

=
1

i(n+ 1)

[
ei(n+1)2π − e0

]
= 0 .

Und für n = −1 ist offensichtlich∫ 2π

0

ei(n+1)ϕ dϕ =

∫ 2π

0

1 dϕ = 2π .

Also insgesamt: ∫
Kr(z0)

(z − z0)n dz =

{
2π i falls n = −1

0 sonst

da der Vorfaktor rn+1 in der Gleichung (1) für n = −1 gleich 1 ist.


