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Lösungen 8. Übungsblatt Komplexe Funktionen

1.Aufgabe: Wir parametrisieren die Wege:

γred(t) = z0 + t(z1 − z0) = 1 + i+ t(−1 + i− 1− i) = 1 + i− 2t , t ∈ [0, 1]

γgreen(ϕ) =
√

2 eiϕ , ϕ ∈
[
π
4
, 3π

4

]
mit den Ableitungen

γ′red(t) = z1 − z0 = −2

γ′green(ϕ) = i
√

2 eiϕ

Damit: ∫
γred

z̄ dz =

∫ 1

0

γred(t)γ′red(t)dt

=

∫ 1

0

(1− i− 2t)(−2)dt = 2i

und ∫
γgreen

z̄ dz =

∫ 3π
4

π
4

γgreen(ϕ)γ′green(ϕ)dϕ

=

∫ 3π
4

π
4

√
2 e−iϕ i

√
2 eiϕ dϕ

=

∫ 3π
4

π
4

2i dϕ = i π

2.Aufgabe: a) Mit den Parametrisierungen aus Aufgabe 1 bekommen wir:∫
γred

1

z
dz =

∫ 1

0

1

γred(t)
× γ′red(t)dt

=

∫ 1

0

−2

1− 2t+ i
dt

= −2

∫ 1

0

1− 2t− i
(1− 2t)2 + 1

dt

= −2

∫ 1

0

1− 2t

(1− 2t)2 + 1
dt + 2i

∫ 1

0

1

(1− 2t)2 + 1
dt



=
1

2
log[(1− 2t)2 + 1]

∣∣1
0
− i arctan[1− 2t]

∣∣1
0

=
1

2

{
log 2− log 2

}
− i
{

arctan[−1]− arctan[1]
}

= −i
{
−π

4
− π

4

}
= i

π

2

und ∫
γgreen

dz

z
=

∫ 3π
4

π
4

γ′green(ϕ)

γgreen(ϕ)
dϕ

=

∫ 3π
4

π
4

i
√

2 eiϕ√
2 eiϕ

dϕ

=

∫ 3π
4

π
4

i dϕ = i
π

2

b) Als Stammfunktion von f(z) = 1
z

können wir hier etwa den Logarithmus benutzen, der auf
der negativen reellen Achse einen Sprung um 2π macht, also den Hauptzweig des Logarithmus

F (z) = Log(z) := Log(−π,π)(z)

Wegen

z0 = 1 + i =
√

2 eiπ/4

z1 = −1 + i =
√

2 ei3π/4

haben wir dann∫
γred/green

dz

z
=

∫ z1

z0

f(z) dz

= F (z)|z1z0 = F (z1)− F (z0)

= Log(
√

2 ei3π/4) − Log(
√

2 eiπ/4)

= log(
√

2) + i3π/4− log(
√

2)− iπ/4 = iπ/2 .

4.Aufgabe: a) Wir parametrisieren die Wege

γ+(t) = r eiϕ , ϕ ∈ [0, π − ε]
γ−(t) = r e−iϕ , ϕ ∈ [0, π − ε]

Dann ist √
γ+(t) =

√
r eiϕ/2√

γ−(t) =
√
r e−iϕ/2



und damit ∫
K+
r

1

2
√
z
dz =

∫ π−ε

0

ir eiϕ

2
√
r eiϕ/2

dϕ

=
i
√
r

2

∫ π−ε

0

eiϕ/2 dϕ

ε→0→ i
√
r

2

∫ π

0

eiϕ/2 dϕ

=
i
√
r

2

2

i
eiϕ/2

∣∣π
0

=
√
r (i− 1)

und ∫
K−
r

1

2
√
z
dz =

∫ π−ε

0

−ir e−iϕ

2
√
r e−iϕ/2

dϕ

= −i
√
r

2

∫ π−ε

0

e−iϕ/2 dϕ

ε→0→ −i
√
r

2

∫ π

0

e−iϕ/2 dϕ

= −i
√
r

2

(
−2

i

)
e−iϕ/2

∣∣π
0

=
√
r (−i− 1)

b) Wegen

lim
z→z0

√
z −√z0
z − z0

= lim
z→z0

√
z −√z0
z − z0

√
z +
√
z0√

z +
√
z0

= lim
z→z0

√
z
2 −√z02

z − z0
1√

z +
√
z0

= lim
z→z0

1√
z +
√
z0

=
1

2
√
z0

gilt für jede komplexe Wurzelfunktion d
dz

√
z = 1

2
√
z

für alle z, an denen die Wurzelfunktion
keinen Sprung hat. Also∫

K+
r

1

2
√
z
dz =

√
z
∣∣z1,+
r

=
√
rei(π−ε) −

√
r

ε→0→
√
r eiπ/2 −

√
r =

√
r(i− 1)



und ∫
K−
r

1

2
√
z
dz =

√
z
∣∣z1,−
r

=
√
rei(π+ε) −

√
r

=
√
re−i(−π−ε) −

√
r

=
√
re−i(−π−ε)−2π i −

√
r

=
√
re−i(π−ε) −

√
r

ε→0→
√
r e−iπ/2 −

√
r =

√
r(−i− 1) .


