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Losungen 6. I"Jbungsblatt Komplexe Funktionen

1.Aufgabe: Wir verwenden die Formeln

1
p = - oder (1)
lim sup,, .. "\/|¢x|
1
p = (2)
limy, oo Leott!

len|

Dabei gilt: Falls der Grenzwert

lim /¢,
o0

n—
existiert, dann ist dieser Ausdruck mit dem lim sup identisch, in dem Fall gilt also

p = ! 3)

hmnﬁoo \V; ‘Cn| .

Fiir diese Aufgabe ist es ausreichend, nur die Formeln (2) und (3) zu benutzen, die Formel (1)
wird nicht gebraucht. Falls diese Sachen in der Klausur auftauchen sollten, wird es ebenfalls
ausreichend sein, nur die Formeln (2) und (3) zu benutzen, den lim sup miissen Sie fiir die
Klausur nicht kennen.

Wir bekommen folgende Konvergenzradien:
a) Esist ¢, = 37, %/]ea| = 1/3 und damit p = 3.
b) Esist ¢, = %, V/]ca| = 1/V/n3 = 1/3/n" — 1/1* = 1 und damit p = 1.
c) Esist ¢, = n3, \/[ea] = ¥/n? =%/n° — 13 = 1 und damit p = 1.

d) Esistcn:\/m,C’;—:l:\/w:\/n—l—l%oounddamitp:1/oo:0.

2.Aufgabe: a) Fiir den Sinus haben wir

0 falls n = 2k gerade

Cn = -1z —1)k
( n)! S (Q(k +>1)! falls n = 2k + 1 ungerade




und fir den Cosinus ist

1
= ) falls n = 2k gerade
0 falls n = 2k + 1 ungerade

so dass in beiden Fillen |c,| < 1/n! gilt, also ist e/l =Y">° |z|"/n! in beiden Féllen eine auf
ganz C konvergente Majorante, also p = oo fiir beide Reihen.

b) Mit gliedweisem Differenzieren bekommen wir
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c) Mit e* = >~ 2"/n! folgt
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_ Z(—Ukék)! toix ;(—Nm

= cos(z) + isin(z)

Offensichtlich ist cos(—z) = cos(z) und sin(—z) = —sin(z) so dass e™** = cosz — isin z und
damit

iz —iz <l <l

e +e = cosz+isinz+ [cosz —isinz] = 2cosz

e —e ¥ = cosz+isinz —[cosz —isinz] = 2isinz

f) Wir beweisen zunéchst die Additionstheoreme (z,w € C)

sin(z +w) = sinzcosw + sinw cos z

cos(z+w) = coszcosw —sinzsinw .

Es ist

sin z cos w + sin w cos z

eiz _ e—iz eiw + e—iw eiw _ e—iw eiz + e—iz

DY ST 2

_ %{ei(z—kw) + ei(z—w) . 6i(—z+w) . ei(—z—w) + ei(z+w) + ei(w—z) . ei(—w+z) i ei(—w—z)}
1
1 ) ] i(z4w) _ —i(z+w)

_ 4_Z-{2€Z(Z+w) _ 261(—Z—w)} — € 22'6 = Sjn(z + w)

und

COS z cosSw — Sinw sin z

e’LZ + 6712 e’L’U} + efzw ezw _ efzw 6’LZ _ 677,2

2 2 2 21
{ei(Z-HU) + ei(z—w) + e7j(—z—&—w) + ei(—z—w) + ei(z-‘,—w) . 6i(w—z) . ei(—w—i—z) + ei(—w—z)}

' ' i(z+w) —i(z+w)
{2€z(z+w)+261(*sz)} _ ¢ +26 = cos(z + w)
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Damit zeigen wir jetzt den Teil (d).
d) Mit z = x + iy folgt aus den Additionstheoremen:

sin(z) = sin(z +1iy) = sin(x)cos(iy) + cos(z) sin(iy)
= sin(x) cosh(y) + i cos(x) sinh(y)

da
XY —1X 1y —y Y
cos(iy) = ‘ +26 S ;6 = cosh(y)
XY _ ,—iXiY Y _ LY Y _ oY
sin(iy) = ‘ 22_6 = 5 © —ix % = ¢sinh(y)
Und fiir den Cosinus:
cos(z) = cos(x +iy) = cos(x)cos(iy) — sin(x) sin(iy)

cos(z) cosh(y) — isin(z) sinh(y)

e) Fiir jedes komplexe z € C ist
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