Hochschule RheinMain
Prof. Dr. D. Lehmann

Losungen 4. ["Jbungsblatt Komplexe Funktionen

1.Aufgabe: Wir kénnen die Resultate von Aufgabe 3a,b,c vom 3. Ubungsblatt verwenden:
a) Wir haben

2 = (v+iy)? = 22+ 2iy + (iy)* = 2% —y* +i22y
also

u(z,y) = Re(z?) = 2% —y?
v(z,y) = Im(z?) = 2y

mit den partiellen Ableitungen

ou __ ou  __
v __ ov __
Also:
Au = Z8+54 =2-2 =0
Av = 23458 =040=0

und damit sind v und v harmonisch.
b) Es ist
2 = (x4iay)® = 2° +32%y + 3x(iy)® + (iy)® = 2° — 3y® +i (32%y — ¢°)
also
u(z,y) = Re(z?) = 2°— 3ay?
v(z,y) = Im(z*) = 32%y —y°

mit den partiellen Ableitungen

Qu = 3a? —3y?, g—;‘ = —6zy
P = 6ay, %:3x2—3y2.
Also:
2 2
Au = %4—373 = 6x—6x =0

Av = S8+%8 = 6y—6y = 0



und damit sind « und v harmonisch.
c) Mit der Eulerschen Formel bekommen wir
e® = €% = e(cosy+isiny) = u+iv

mit u(x,y) = e cosy und v(z,y) = e”siny. Wir haben folgende Ableitungen

g—z = e‘cosy = g—z
g—z = —esiny = —%.
Also:
Au = 32775‘+g27§‘ = e"cosy —e“cosy = 0
Av = %+§in; = e"siny —e”siny = 0

und damit sind « und v harmonisch.

2.Aufgabe: Wir beweisen den Teil (d): Die Hohenlinien von v = u(z,y) und v = v(z,y)
sind gegeben durch

u(x,y) = const, v(z,y) = const

Wenn wir etwa annehmen, dass durch ¢ — (x(¢),y(t)) =: Z(¢) eine Hohenlinie von u
parametrisiert wird, dann haben wir also

und damit
0 = %canst
d
_ ouds  dudy
- Ox dt Oy dt
_ (0w ou) (dz dy
— \0z 0y dt’ dt
dr
= VUE,

Da fl—f tangential zur Hohenlinie verlauft und da das Skalarprodukt mit dem Gradienten

Vu = (g—z, g—;) gleich 0 ist, muss dann also der Gradient immer senkrecht auf den Hohenlinien
stehen. Wenn wir also zeigen konnen, dass die Gradienten von v und v senkrecht aufeinander



stehen, dann missen auch die Hohenlinien von v und v selbst aufeinander senkrecht stehen.
Nun ist aber

Ou Ou v v
V-V — — =)=, =
vy (835 ay) (83: 8y)
B Ou Ov n Ou Ov
N Ordx Oy dy
RCIZEJIXD @ _% + @@ — O
ox oy Oy Ox
und damit ist die Aussage bewiesen.
3.Aufgabe: a) Wir haben folgende Ableitungen
0
8_Z = —e Ysinx
0%u L
— = —e Ycosx
0x?
ou y
— = —e Ycosx
dy
Ou “Ycos
— = e x
0y?
und damit
02 02
Au = a—;;—i-a—yz = —e Ycosx+e Ycosx = 0.
Bestimmen Sie ein harmonisch konjugiertes v:
v ou —y
— = — = —e Vsinx
dy ox
= v(r,y) = e ?Ysinz+ C(x)
0 0
= % = e Veosz+ C'(z) = —a—Z = e Ycosw
= C'(z) = 0
= ov(z,y) = e Ysinz+ const
=  f(z) = ulz,y) +iw(zr,y) = e Y(cosx+isinx)+ const

= e Ye"™ + const

= ) 4 const

= €Y + const



b) Wir haben folgende Ableitungen

und damit

9%u

Ay = 2~
Y 0x?

@
ox
il

o
0y?

4o — 12212
1222 — 122
—122%y + 4¢°
—122% + 12¢°

1202 — 1297 — 122° + 129 = 0

Bestimmen Sie ein harmonisch konjugiertes v:

ov

dy

= v(z,y)

ov _ 2. 4.3 /

= a5 12z%y — 4y° + C'(x)

= (C'()

= v(z,y)

= f(z) = ulz,y) +iv(z,y)
4.Aufgabe: a) Wir haben

aber

U1 U2

und damit

Au1
AUQ

0

a—z = 42° — 12297

42’y — dxy® + C(z)
ou

—— = 122%y —49°
Ay ry Y

0

4oy — day® + const

ot — 62%y? + yt +i(4xdy — day?®) + const

2t + 42° (iy) + 62°(iy)? + 4a(iy)® + (iy)" + const

(z +1iy)* + const = 2* + const

= 2-2=0

= 6zx—6x =0
(2 = y*)(a® — 3ay?)
x5 — 32%y% — 23y + 3ay?
2° — 423y* + 3wy



@2 (U1UQ>

_ 3 2
52 = 20z° — 24zy
0% (uyus) 3 2
0? 0?
Alugug) = g;lf 2) gylf 2) _ 202° — 24xy? — 827 + 361>

= 122° + 122y # 0.

b) Wenn v harmonisch konjugiert ist zu u, dann ist f := u + v komplex differenzierbar und
damit ist auch f? = u?—v?+2iuv komplex differenzierbar und damit sind Re(f?) = u*—v?* und
Im(f?) = 2uv harmonische Funktionen, insbesondere ist also uv eine harmonische Funktion.



