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Losungen 3. ﬁbungsblatt Komplexe Funktionen

1.Aufgabe: a) Es ist
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also

b) Nach Teil (a) ist
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c) Ersetzt man in der Formel aus (a) das n durch ein n + 1 und wéhlt man w = 1, dann
bekommt man:
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was aquivalent ist zu
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d) In Polarkoordinaten z = re® ist 2™ = r™e™%, also im Limes n — oo:
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und damit
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existiert nicht falls [z2| > 1 und z # 1.

Also mit der Formel aus (c) fiir |z]| < 1:
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2.Aufgabe: a) Esist
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b) Wir haben

(fog)(z) = (fog)(20)
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c) Wir zeigen zunéchst:
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und damit
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Mit der Kettenregel aus (b) folgt dann
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und mit der Produktregel aus (a) erhalten wir schliesslich:
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3.Aufgabe: a) Wir haben

2 = (v+iy)? = 22+ 2wiy + (iy)* = 2% —y* +i22y

also
u(z,y) = Re(?) = 2% —y*

v(z,y) = Im(2*) = 2y

mit den partiellen Ableitungen

3—22223, g—Z:—Qy
v __ v __
% = 2y, ay—2x.

Also sind die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen
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w =TT e
erfullt.
b) Es ist

2 = (v4idy)® = 2°+32%y + 3x(iy)* + (iy)® = 2° — 3y +i 3%y — ¢°)
also

u(z,y) = Re(z®) = 2° - 3my?
v(r,y) = Im(z*) = 32%y—y°

mit den partiellen Ableitungen
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Also sind die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen
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erfillt.
c) Mit der Eulerschen Formel bekommen wir
e® = €% = e(cosy+isiny) = u+iv

mit u(x,y) = e” cosy und v(x,y) = e”siny. Wir haben folgende Ableitungen
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also sind die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen erfiillt.



d) Es ist
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Wir haben folgende Ableitungen
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also sind die Cauchy-Riemannschen DGLen g—“ = % und g—“ = —g—” erfiillt.
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4.Aufgabe: Die Funktion f(z) = |z|? ist komplex differenzierbar bei zy = 0, denn:
f(z) = £(0) e -

= — = — = — 0
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also f' existiert an der Stelle zp = 0 mit f(0) = 0. An jeder Stelle 2z, an der f komplex
differenzierbar ist, miissen die Cauchy-Riemannschen DGLen erfiillt sein. Uberpriifen wir, ob
das fiir ein z # 0 der Fall sein kann: Es ist

u(z,y) = Re(f) = z°+y’

va,y) = m(f) = 0

mit den partiellen Ableitungen

o _ v _
5 =0, 5 = 0.
Sollen Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen g—“ = % und g—“ = —g—” erfiillt sein,
T y y i

muss also notwendig z = y = 0 gelten.

5.Aufgabe: Es miissen die Cauchy-Riemannschen DGLen erfiillt sein:

a) Bsist f = u+iv mit u(r,y) =y und v(z,y) =r= % =0=

v ou __
o aber o = 1

8_y7
-1= —g—g, also ist f nicht komplex differenzierbar.



b) Esist f = u +iv mit u = y> — 32%y und v = 23 — 3zy?. Damit
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also f ist komplex differenzierbar. Tatsachlich ist f(z2) = i2® =i (z + iy)>.

c) Esist f =u+iv mit u = 2% + y* und v = 2zy. Damit
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also g—;‘ = —g—; nur fiir y = 0. Die partiellen Ableitungen sind stetig und erfiillen die

Cauchy-Riemannschen DGLen nur fiir y =0 = f komplex diffbar nur fir y = 0.

6.Aufgabe: Esist h(z) = u(x,y) + iv(z,y) mit u(z,y) = f(z) und v(x,y) = 0. Weiter ist
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und
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Die Cauchy-Riemannsche DGL g—; =0=-0= —% ist also immer erfiillt. Allerdings ist
die andere Cauchy-Riemannsche DGL 2% = g—; nur fiir f'(z) = 0 erfiillt, also ist A(z) nur fiir

konstantes f = const komplex differenzierbar.



