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Lösungen 12. Übungsblatt Komplexe Funktionen

1.Aufgabe: Nach dem Residuensatz gilt∫
C

f(z)dz = 2πi
∑

Pole zj in C

a−1(f, zj)

wobei wir die Residuen a−1(f, zj) mit der Formel

a−1(f, zj) = lim
z→zj

1
(k−1)!

(
d
dz

)k−1{
f(z)(z − zj)k

}
berechnen können, wenn f bei zj einen Pol der Ordnung k hat. Insbesondere:

Für k=1: Pol erster Ordnung, einfache Polstelle:

a−1(f, zj) = lim
z→zj

{
f(z)(z − zj)

}
Für k=2: Pol zweiter Ordnung, quadratische Polstelle:

a−1(f, zj) = lim
z→zj

d
dz

{
f(z)(z − zj)2

}
Nun ist

f(z) =
1

(z − 1)2(z2 + 4)
=

1

(z − 1)2(z − 2i)(z + 2i)

also hat f einen quadratischen Pol bei 1 und zwei einfache Pole bei ±2i. Damit erhalten wir∫
C+

1 (1)

dz

(z − 1)2(z2 + 4)
= 2πi a−1(z0 = 1)∫

C+
4 (0)

dz

(z − 1)2(z2 + 4)
= 2πi

[
a−1(1) + a−1(2i) + a−1(−2i)

]
mit

a−1(1) = lim
z→1

d

dz

{ 1

(z − 1)2(z2 + 4)
× (z − 1)2

}
= lim

z→1

d

dz

{ 1

z2 + 4

}
= lim

z→1

−2z
(z2 + 4)2

= − 2

25



und

a−1(2i) = lim
z→2i

1

(z − 1)2(z − 2i)(z + 2i)
× (z − 2i)

= lim
z→2i

1

(z − 1)2(z + 2i)

=
1

(2i− 1)2 4i
=

1

(−4− 4i+ 1)4i
=

1

(−4i− 3)4i
=

1

16− 12i

und

a−1(−2i) = lim
z→−2i

1

(z − 1)2(z − 2i)(z + 2i)
× (z + 2i)

= lim
z→−2i

1

(z − 1)2(z − 2i)

=
1

(−2i− 1)2 (−4i)
=

1

(−4 + 4i+ 1)(−4i)
=

1

(4i− 3)(−4i)
=

1

16 + 12i

so dass

a−1(2i) + a−1(−2i) =
32

256 + 144
=

32

400
=

2

25

und damit ∫
C+

4 (0)

dz

(z − 1)2(z2 + 4)
= 2πi

[
a−1(1) + a−1(2i) + a−1(−2i)

]
= 0 .

2.Aufgabe: Es sei γR die Strecke auf der reellen Achse von −R nach R und KR,+ = {z ∈
C| |z| = R, Im(z) > 0 } sei der Kreisbogen um 0 mit Radius R in der oberen Halbebene,
durchlaufen von R nach −R. Mit

CR := γR ∪KR,+

gilt dann: ∫ ∞
−∞

dx

(1 + x2)2
= lim

R→∞

∫ R

−R

dx

(1 + x2)2
= lim

R→∞

∫
CR

dz

(1 + z2)2∫ ∞
−∞

dx

1 + x4
= lim

R→∞

∫ R

−R

dx

1 + x4
= lim

R→∞

∫
CR

dz

1 + z4

da wir weiter unten zeigen werden:

lim
R→∞

∫
KR,+

dz

(1 + z2)2
= 0

lim
R→∞

∫
KR,+

dz

1 + z4
= 0



Mit dem Residuensatz haben wir dann:

1

2πi

∫
CR

dz

(1 + z2)2
=

1

2πi

∫
CR

dz

(z + i)2(z − i)2

= lim
z→i

d

dz

1

(z + i)2

= lim
z→i

−2
(z + i)3

=
−2
−8i

=
1

4i
,

also ∫ ∞
−∞

dx

(1 + x2)2
=

2πi

4i
=

π

2

Beim zweiten Integral sind die Nullstellen des Nenners gegeben durch z4 + 1 = 0 oder

z1 =
1 + i√

2
, z2 =

−1 + i√
2

, z3 =
−1− i√

2
, z4 =

1− i√
2
,

so dass

z4 + 1 = (z − z1)(z − z2)(z − z3)(z − z4)

und damit haben wir 4 einfache Pole, zwei in der oberen und zwei in der unteren Hal-
bebene. Da wir den Integrationsweg in der oberen Halbebene geschlossen haben, folgt mit
dem Residuensatz

1

2πi

∫
CR

dz

1 + z4
=

1

2πi

∫
CR

dz

(z − z1)(z − z2)(z − z3)(z − z4)
= a−1(z1) + a−1(z2)

= lim
z→z1

1

(z − z2)(z − z3)(z − z4)
+ lim

z→z2

1

(z − z1)(z − z3)(z − z4)

=
1

(z1 − z2)(z1 − z3)(z1 − z4)
+

1

(z2 − z1)(z2 − z3)(z2 − z4)

=
1√

2
√
2(1 + i)

√
2i

+
1

−
√
2
√
2i
√
2(−1 + i)

=
1

2i

{ 1

(1 + i)
√
2

+
1

−
√
2(−1 + i)

}
=

1

2i

1√
2

{ 1

1 + i
+

1

1− i

}
=

1

2i

1√
2

2

2
=

1

2i

1√
2

und damit ∫ ∞
−∞

dx

1 + x4
= 2πi

1

2i

1√
2

=
π√
2
.

Schliesslich parametrisieren wir noch KR,+ durch

z(ϕ) = Reiϕ, ϕ ∈ [0, π]



so dass ∣∣∣∫
KR,+

dz

(1 + z2)2

∣∣∣ =
∣∣∣∫ π

0

i R eiϕ dϕ

(1 +R2e2iϕ)2

∣∣∣
≤

∫ π

0

Rdϕ

|1 +R2e2iϕ|2

≤
∫ π

0

Rdϕ

(R2 − 1)2
=

Rπ

(R2 − 1)2
R→∞→ 0

und analog limR→∞
∫
KR,+

dz
1+z4

= 0.

3.Aufgabe: Bestimmen Sie die Residuen a−1(f, z0 = 0) für folgende Funktionen f : Mit der
Formel aus Aufgabe 1:

a) f(z) = cos z
z3

: Wegen cos 0 = 1 6= 0 hat f einen Pol dritter Ordnung bei z = 0. Also:

a−1(f, 0) = lim
z→0

1

2

(
d

dz

)2

cos z

= −cos(0)

2
= −1

2

b) f(z) = z2+4z+5
z2+z

= z2+4z+5
z(z+1)

hat einen einfachen Pol bei z = 0, also

a−1(f, 0) = lim
z→0

z2 + 4z + 5

z + 1
= 5

c) f(z) = ez

z2
hat einen quadratischen Pol bei z = 0, also

a−1(f, 0) = lim
z→0

d

dz
ez = 1

d) Wir benutzen die Potenzreihen von ez und sin z:

f(z) =
e2z − 1

sin2 z

=
1 + 2z +O(z2)− 1

(z −O(z3))2
=

2z +O(z2)

z2 +O(z4)

=
2 +O(z)

z +O(z3)
=

1

z
× 2 +O(z)

1 +O(z2)

hat einen einfachen Pol bei z = 0 mit Residuum

lim
z→0

{
zf(z)

}
= lim

z→0

2 +O(z)

1 +O(z2)
= 2 .


