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1.Aufgabe: Nach dem Residuensatz gilt
/ f(z)dz = 2mi Z a_1(f,z)
¢ Pole zj in C

wobei wir die Residuen a_q(f, z;) mit der Formel

zZ—r

. k—1
ai(foz) = lim oty (1) {2z —2)"}
berechnen konnen, wenn f bei z; einen Pol der Ordnung k hat. Insbesondere:

Fiir k=1: Pol erster Ordnung, einfache Polstelle:

ai(f,z) = lm{f(z)(z—z)}

Z—Zj

Fir k=2: Pol zweiter Ordnung, quadratische Polstelle:

a-1(f,z;) = lim Z{f(2)(z — %)’}

Z—rZj

Nun ist

1 1

f(z) = (z — 1)2(z2 + 4) - (z —1)%(z — 2i)(z + 240)

also hat f einen quadratischen Pol bei 1 und zwei einfache Pole bei +2i. Damit erhalten wir

dz
= 2mia_qi(zp =1
/cm G-+ D) w2 =1)

dz ' | |
/Cm) (z—12(2+4) 2mi a1 (1) + a_1(2i) + a1 (—2i)]

mit

aa(l) = lii%d%{(z 1)21(z2+4) JC

]-' _{ }

P dz Lz24+4

i -2z 2
im-———— =

2—1 (22 4+ 4)2 25



also

dz 41
N
/Cju) (Z — 1)2(22 +4) T a 1(20 ) 55 1
und
@) = 1 1 < (2 20)
s e 2y
_ 1
Tz 1)2(z + 20)
B 1 B 1 B 1 1
(20 —1)24i  (—4—4i+1)4i  (—4i—3)4 16— 12i
und
0 1(=2i) = lim ! X (= + 2i)
- a2 (2 — 1)2(z2 — 20) (2 + 2i)
= lim L
-2 (2 — 1)2(2 — 24)
B 1 B 1 B 1 1
(=2 —1)2(—4i)  (—4+4i+1)(—4i) (40 —3)(—4i) 16+ 12i
so dass
32 32 2
(2 (=2 = —— - = = =
a-1(20) +a(=2) = o5 T d00 T %
und damit
/ & omifaa(1) +a2(20) + a-1(-20)] = 0
= Tl|a— a_ 1 a_1\—421 = .
cio) (2 —1)2(2% +4) ' ' '

2.Aufgabe: Es sei yx die Strecke auf der reellen Achse von —R nach R und Kr 4 = {2z €
C| |z] = R, Im(z) > 0} sei der Kreisbogen um 0 mit Radius R in der oberen Halbebene,
durchlaufen von R nach —R. Mit

Cr = "rUKpy
gilt dann:
/OOd—x: lim Rd—zzlim L
oo (L4 22)2 oo Jop (14+2%)2  Rooo fo, (14 2%)2

> dx . B dx . dz
— = lim 1= lim 1
oo 1+ R—oo | _pl4x R—oo Jo, 1+ 2

da wir weiter unten zeigen werden:

li dz 0
im _— =
R—o0 Kp+ (1 + 22)2
d
lim SE

4
Rooo Jg, 142



Mit dem Residuensatz haben wir dann:

1 dz B 1 dz
2mi Jo, (14222 2mi Jo, (2 +10)2(z —i)?
od 1
= lim————
i dz (2 +1)?
I —2 -2 1
= 11m = = —
=i (z+1)3 —8i 43’
also
/°° dz _2m o
oo (1222 4 2

Beim zweiten Integral sind die Nullstellen des Nenners gegeben durch z* 4+ 1 = 0 oder

141 -1+ —1—1 1—1
Z1 = ) Zy = ) z3 = ) Z4 = )

V2 V2 V2 V2

so dass
A1l = (22— 2)(z—2)(z— 2)(z — 2)

und damit haben wir 4 einfache Pole, zwei in der oberen und zwei in der unteren Hal-
bebene. Da wir den Integrationsweg in der oberen Halbebene geschlossen haben, folgt mit
dem Residuensatz

1 dz 1 / dz
2mi Jo, 1+ 24 210 Jop, (2 — 21)(2 — 22)(2 — 23) (2 — 24)

= a_l(zl) + (1_1(22)

= lim ! + lim !
a2 —2)(z—2m) (2 —2y) o (22— 21)(2— 2) (2 — 2)
_ 1 . 1
(21— 2)(n1 —z)(z1 —21) (22— 21) (22 — 23) (22 — 24)
1

VI +iVE | aVaiE (-1 + 1)

1 1
{(1 i)V/2 * —\/5(—1“')}

1
2i
1
2i
1
2i

und damit

Schliesslich parametrisieren wir noch Ky durch

z(p) = Re¥, p€|0,7]



so dass

‘/ dz ‘ B )/ zRe“"dgp
Kt (1+22)21 1+R262w
C [
— Jo |14 R?e%|?

T Rdp Rm R

< | moE s w0

und analog limp_, fKR+ 11’24 =0.

3.Aufgabe: Bestimmen Sie die Residuen a_;(f, zo = 0) fiir folgende Funktionen f: Mit der
Formel aus Aufgabe 1:

a) f(z) = %% Wegen cos0 =1+ 0 hat f einen Pol dritter Ordnung bei z = 0. Also:

.1 [/d\’
~1(f,0) = hm—<£> oS 2

2—0 2
~cos(0) 1
B 2 2
b) f(z) = 2;‘%5;5 Zé‘fi 2 hat einen einfachen Pol bei z = 0, also
244245
0 1(f,0) = limZF2EE2 g

2—0 z+1

c¢) f(z) =% hat einen quadratischen Pol bei z = 0, also

d
~1(f,0) = lim—e* =1

2—0 dz

d) Wir benutzen die Potenzreihen von e* und sin z:

e — 1
f(Z) = )
sin” z
14224 0(2*) -1 224 0(2%)
(z — O(23))? o224 O(z4)
240(z) _ 1 _2+40(2)
2+0(23) 2z 1+0(22)
hat einen einfachen Pol bei z = 0 mit Residuum
2+ 0(z)

lim{=f(2)} = 50y =



