Vektorfelder und ihre Fliisse

Aufgabe (7.1) Fiir eine konvexe offene Teilmenge
Q C R sei C*(Q) die Menge aller C*-Funktionen f : Q —
R. Eine lineare Abbildung D : C*(Q) — C*¥~1(Q) heifit
Derivation, wenn die Produktregel D(fg) = (Df)g +
f(Dg) gilt. Beweise die folgenden Aussagen!
(a) Ist X ein C*-Vektorfeld auf €, so ist durch

Cxhp) = =

q fleep) = f'(p)X(p)

t=0

eine Derivation Ly : C*(Q) — C*~1(Q) definiert.

(b) Gilt X7 # Xs, so gilt auch Ly, # Lx,; die Zuord-
nung X — Lx ist also injektiv (weswegen man X mit
L x identizieren und daher Vektorfelder als Differen-
tialoperatoren erster Ordnung auffassen kann).

(c) Ist D : C*(Q) — C*~1(Q) eine Derivation und ist ¢
eine konstante Funktion, so gilt D(c¢) = 0.

(d) Ist D : C*(©2) — C*=1(Q) eine Derivation, so gibt
es ein C*-Vektorfeld X mit D = Lx. Hinweis: Wir
halten einen Punkt p € Q und eine Funktion f €
Ck(Q) fest und definieren fiir ¢ € Q dann

9i(q) = /O gxf_((l—t)p—i—tq)dt.

Zeige, daB dann f = f(p) + Zle (zi —
und wende D auf diese Gleichung an!

zi(p))gi gilt,

Aufgabe (7.2) Es seien X ein Vektorfeld auf einer
Mannigfaltigkeit M und f : M — R eine reellwertige
Funktion. Zeige: Ist ¢, der lokale Flufl von X, so ist der
lokale Flu8 von fX gegeben durch ®,(p) = ¢ (5)(p), wobei
s — t(s) gegeben ist als die Umkehrfunktion von

t dr
0 = [ e

Was bedeutet diese Aussage, wenn f konstant ist?

Aufgabe (7.3) Gegeben sei ein C*-Vektorfeld X auf
einer Mannigfaltigkeit M mit lokalem FluB (p;). Es sei
K :]0,00)x M < M eine Abbildung, die auf einer offenen
Umgebung von {0} x M definiert ist; wir schreiben K. (x)
statt K (e, ). Die folgenden Bedingungen mogen gelten:

(1) KO = idM;

(2) 0K (e, x)/0¢ existiere und sei stetig;

(3) X(p) = 0K (e,x)/0¢|e=0 fir alle p € M.

Zeige, dafl dann die folgenden Aussagen gelten!

(a) Ist |t| geniigend klein, so ist sowohl ¢.(p) als auch
Ky, (p) fiir hinreichend grofles n definiert (im Sinne
einer n-fachen Hintereinanderausfithrung), und es gilt

(%) e(p) = lim Ky, (p).

n—oo

(b) Ist ¢u(p) fiir alle ¢ € [0,T] definiert, so ist die Kon-
vergenz in (%) gleichmiifig auf einer Umgebung von
{o¢(p) [ t €10,TT}.

(¢) Sind auf einem Intervall [0, T'] und fiir geniigend grofle

n die Ausdriicke K7, (p) definiert, existiert a(t) :=

lim,, o0 Kf/n (p) und ist die dadurch definierte Funk-

tion « : [0,T] — M stetig, so existiert auch ¢;(p) fiir

0<t<T,und () gilt fir 0 <t <T.

Aufgabe (7.4) Es seien X und Y Vektorfelder auf
einer Mannigfaltigkeit M mit den lokalen Fliissen ¢; und
1¢. Beweise die folgenden Aussagen!

(a) Der lokale Flul von X + Y ist gegeben durch

Qi(p) =

(Was bedeutet dies, falls [X,Y] = 0 gilt?)
(b) Der lokale Flufl von [X, Y] ist gegeben durch

Qi(p) = n1LH;O(1/L\/t/—nO<P,\/t/—nO1/)\/t/—nO<P\/t/—n)n(p)-

((pt/n © wt/n)np .

lim
n—o0

Aufgabe (7.5) Betrachte jeweils auf R? die folgen-
den Vektorfelder X und Y, berechne deren lokale Fliisse
() und ¢ sowie die Lieklammer [X,Y].

() X =at 4y ¥ =

oz Yoy Yoz TPy
0 0

b) X = — Y =0x—

(b) - 5

Aufgabe (7.6) Betrachte auf R? die Vektorfelder

0 0] 0 0 0 0]

X=z2——y—, Y=—2—+2— =

Zay Yoz Z@x+zaz’

Es sei ¥ die Menge aller Vektorfelder der Form a X 4+bY +
c¢Z mit reellen Zahlen a, b, c € R.

(a) Zeige, daBl U abgeschlossen unter der Bildung von
Lieklammern ist und daher eine Lie-Algebra bildet.

(b) Zeige, daf durch aX +bY +c¢Z + (a, b, c)T ein Lieal-
gebrenisomorphismus U — R3 gegeben ist, wobei die
Lieklammer in R? durch Kreuzproduktbildung gege-
ben ist.

(c) Beschreibe den lokalen Fluf} eines Vektorfeldes aX +
bY +cZ.

Aufgabe (7.7) Es sei M := R? x S! x S! der Kon-
figurationsraum eines Fahrzeugs. Wir betrachten die fol-
genden Vektorfelder auf M.

5}
5= g
5} : J . 5}
D :=cos(p + 9)£ + sin(p + 9)a—y + sm(@)a—w,
. 0 0 3}
W = —sin(p + 9)% + cos(p + 9)8_y + 005(9)8_50’

. 0 0
G:=- sm(go)% + cos(go)a—y.

Berechne die Lieklammern zwischen diesen Vektorfeldern!



Aufgabe (7.8) Es seien X,Y Vektorfelder unf f, g
reellwertige Funktionen auf einer Mannigfaltigkeit M. Be-
weise die Formel

[fX,gY] = fglX, Y]+ (fX)gY — (Y [)gX.

Aufgabe (7.9) Es seien (¢:5) ein lokaler Flufl auf
einer Mannigfaltigkeit M sowie (®;5) und (U;s) der zu-
gehorige Tangentialflufl bzw. Kotangentialflu}, definiert
durch

Pi(p,v) = (ers(p), et (V) ((p,v) € TM),
Uia(p,N) = (@is(p), Ao gts(p)™!)  ((p, ) € T*M).

Rechne nach, daf} es sich dabei tatsidchlich wieder um lo-
kale Fliisse handelt, daf} also die Bedingungen ®;; = id,
Uy = id, Dipy 0 Poyry = Poyey soOWie Wyyg, 0 Wypyy = Wiy,
gelten.

Aufgabe (7.10) Es sei (¢) ein lokaler Flufi auf
einer Mannigfaltigkeit M.

(a) Fiir welche Diffeomorphismen ® : M — M ist durch
Yrs = Doy, wieder ein lokaler Flufl auf M gegeben?
(b) Es sei ® : M — N ein Diffeomorphismus. Zeige, daB
dann
Q/Jts = ®o Pts © (I)71

ein lokaler Flu3 auf N ist. Wie ergibt sich das zu
diesem Flufl gehorige Vektorfeld aus demjenigen, das
zu dem FluB (¢s) gehort?

(¢) Nun sei speziell M = R"™. Zeige, daf fiir jeden festen
Punkt 29 € R™ durch ¢5(p) := wis(p — x0) + zo wie-
der ein lokaler Flufl auf R™ gegeben ist.

Aufgabe (7.11) Es sei f : R\ {0} — R eine reelle
Funktion von der Klasse C*. Zeige, dafi durch
oi(z) = eitf(z0)
ein lokaler Flufl auf C\ {0} gegeben ist. Wie lautet die-

ser lokale FluB3, wenn man C mit R? identifiziert? Warum
wird der Nullpunkt entfernt?

Aufgabe (7.12) Es seien f,g : R™ — R™ Vektor-
felder der Klasse C? mit den zugehorigen lokalen Fliissen
(1) bzw. (¢¢). Ferner sei ein fester Punkt p € R™ gegeben.
Bestimme fiir die Funktion ¢ — (¥_; o ¢_; 0 ¥y 0 1) (p)
das Taylorpolynom zweiter Ordnung.

Aufgabe (7.13) Es seien f,g : R" — R"™ Vektorfel-
der. Zeige:
(a) Sind f und g konstant, so ist [f, g] identisch Null.
(b) Ist eines der Vektorfelder f,g affin und das andere
konstant, so ist [f, g] konstant.
(c) Sind f und g affin, so ist auch [f, g] affin.

Aufgabe (7.14) Wir betrachten ein lineares zeitin-
variantes Kontrollsystem

2(t) = Az(t)+ Bu(t) = Azx(t)+ui(t)br+- - +um(t)by

mit x € R", A € R"*" und B € R"*™. Bestimme die von
den einzelnen Vektorfeldern f; : © — Ax + u;b; (mit ei-
nem festen Wert u;) erzeugte Liealgebra. Zeige, dafi diese
Liealgebra aufgespannt wird von den Spalten der Kalman-
Matrix [B | AB | A2B | --- | A"~ 1B]. Was bedeutet dies
aus kontrolltheoretischer Perspektive?

Aufgabe (7.15) Wir betrachten ein lineares Kon-
trollsystem

i(t) = A@t)z(t) + B(t)u(t)

mit x € R”, A € R"*" und B € R™"*™. Bei einer gegebe-
nen Anfangsbedingung x(tg) = xo sei

U = {ue L®([t,00), R™) | ||ullos < 1}

die Menge der zuldssigen Steuerungen; die zu der Steue-
rung u € 3 gehorige Trajektorie sei x,. Zeige, daf fiir
jeden Zeitpunkt ¢ > tg die Erreichbarkeitsmenge

Ry == {z,(t) |u e}

konvex und kompakt ist.

Aufgabe (7.16) Ein Raketenwagen der Masse m = 1
fahre auf geradlinigen Gleisen; seine Beschleunigung werde
als Steuervariable aufgefaflt und unterliege der Bedingung
|u] < 1. Bezeichnet x(t) die Position des Wagens zur Zeit
t, so gilt also #(t) = u(t). Bezeichnen wir mit y(t) := @(t)
die Geschwindigkeit des Wagens zur Zeit t, so erhalten wir
das lineare Kontrollsystem

T 0 1| |= 0

o= 1ol ] ]
Es sei (2(0),y(0)) = (0,0); d.h., der Wagen befindet sich
zum Zeitpunkt ¢ = 0 im Nullpunkt und sei in Ruhe. Be-
stimme fiir einen beliebigen Zeitpunkt ¢ die Erreichbar-
keitsmenge R;! Begriinde, warum R, C Ry, fir t; < t9
gelten muf.

Hinweis: Benutze das Pontrjagin-Prinzip, um den
Rand OR; zu bestimmen.

Aufgabe (7.17) Berechne die Erreichbarkeitsmen-
gen Ry fiir das Kontrollsystem

HE IR

mit den Kontrollbeschriankungen |u(t)| < 1/7 und |v(t)| <
1. Zeige insbesondere, daf} es fiir jeden Zeitpunkt 7' > 0
Randpunkte von Rr gibt, durch die man keine Gerade so
legen kann, dal Rp lokal auf einer Seite dieser Geraden
liegt. Warum ist das kein Widerspruch zum Pontrjagin-
schen Maximumprinzip?



