
Vektorfelder und ihre Flüsse

Aufgabe (7.1) Für eine konvexe offene Teilmenge
Ω ⊆ Rd sei Ck(Ω) die Menge aller Ck-Funktionen f : Ω →
R. Eine lineare Abbildung D : Ck(Ω) → Ck−1(Ω) heißt
Derivation, wenn die Produktregel D(fg) = (Df)g +
f(Dg) gilt. Beweise die folgenden Aussagen!
(a) Ist X ein Ck-Vektorfeld auf Ω, so ist durch

(LXf)(p) :=
d

dt

∣

∣

∣

∣

t=0

f
(

ϕt(p)
)

= f ′(p)X(p)

eine Derivation LX : Ck(Ω) → Ck−1(Ω) definiert.
(b) Gilt X1 6= X2, so gilt auch LX1

6= LX2
; die Zuord-

nung X 7→ LX ist also injektiv (weswegen man X mit
LX identizieren und daher Vektorfelder als Differen-
tialoperatoren erster Ordnung auffassen kann).

(c) Ist D : Ck(Ω) → Ck−1(Ω) eine Derivation und ist c
eine konstante Funktion, so gilt D(c) = 0.

(d) Ist D : Ck(Ω) → Ck−1(Ω) eine Derivation, so gibt
es ein Ck-Vektorfeld X mit D = LX . Hinweis: Wir
halten einen Punkt p ∈ Ω und eine Funktion f ∈
Ck(Ω) fest und definieren für q ∈ Ω dann

gi(q) :=

∫ 1

0

∂f

∂xi

(

(1−t)p+ tq
)

dt.

Zeige, daß dann f = f(p) +
∑d

i=1

(

xi − xi(p)
)

gi gilt,
und wende D auf diese Gleichung an!

Aufgabe (7.2) Es seien X ein Vektorfeld auf einer
Mannigfaltigkeit M und f : M → R eine reellwertige
Funktion. Zeige: Ist ϕt der lokale Fluß von X , so ist der
lokale Fluß von fX gegeben durch Φs(p) = ϕt(s)(p), wobei
s 7→ t(s) gegeben ist als die Umkehrfunktion von

s(t) :=

∫ t

0

dτ

f
(

ϕτ (p)
) .

Was bedeutet diese Aussage, wenn f konstant ist?

Aufgabe (7.3) Gegeben sei ein Ck-Vektorfeld X auf
einer Mannigfaltigkeit M mit lokalem Fluß (ϕt). Es sei
K : [0,∞)×M →֒ M eine Abbildung, die auf einer offenen
Umgebung von {0}×M definiert ist; wir schreiben Kε(x)
statt K(ε, x). Die folgenden Bedingungen mögen gelten:

(1) K0 = idM ;
(2) ∂K(ε, x)/∂ε existiere und sei stetig;
(3) X(p) = ∂K(ε, x)/∂ε|ε=0 für alle p ∈M .

Zeige, daß dann die folgenden Aussagen gelten!

(a) Ist |t| genügend klein, so ist sowohl ϕt(p) als auch
Kn

t/n(p) für hinreichend großes n definiert (im Sinne

einer n-fachen Hintereinanderausführung), und es gilt

(⋆) ϕt(p) = lim
n→∞

Kn
t/n(p).

(b) Ist ϕt(p) für alle t ∈ [0, T ] definiert, so ist die Kon-
vergenz in (⋆) gleichmäßig auf einer Umgebung von
{ϕt(p) | t ∈ [0, T ]}.

(c) Sind auf einem Intervall [0, T ] und für genügend große
n die Ausdrücke Kn

t/n(p) definiert, existiert α(t) :=

limn→∞Kn
t/n(p) und ist die dadurch definierte Funk-

tion α : [0, T ] →M stetig, so existiert auch ϕt(p) für
0 ≤ t ≤ T , und (⋆) gilt für 0 ≤ t ≤ T .

Aufgabe (7.4) Es seien X und Y Vektorfelder auf
einer Mannigfaltigkeit M mit den lokalen Flüssen ϕt und
ψt. Beweise die folgenden Aussagen!
(a) Der lokale Fluß von X + Y ist gegeben durch

Φt(p) = lim
n→∞

(ϕt/n ◦ ψt/n)
np .

(Was bedeutet dies, falls [X,Y ] = 0 gilt?)
(b) Der lokale Fluß von [X,Y ] ist gegeben durch

Φt(p) = lim
n→∞

(ψ
−
√

t/n
◦ϕ

−
√

t/n
◦ψ√

t/n
◦ϕ√

t/n
)n(p).

Aufgabe (7.5) Betrachte jeweils auf R2 die folgen-
den Vektorfelder X und Y , berechne deren lokale Flüsse
(ϕt) und ψt sowie die Lieklammer [X,Y ].

(a) X = x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
, Y = −y ∂

∂x
+ x

∂

∂y

(b) X =
∂

∂x
, Y = x

∂

∂y

Aufgabe (7.6) Betrachte auf R3 die Vektorfelder

X = z
∂

∂y
− y

∂

∂z
, Y = −z ∂

∂x
+x

∂

∂z
, Z = y

∂

∂x
−x

∂

∂y
.

Es sei V die Menge aller Vektorfelder der Form aX+bY +
cZ mit reellen Zahlen a, b, c ∈ R.

(a) Zeige, daß V abgeschlossen unter der Bildung von
Lieklammern ist und daher eine Lie-Algebra bildet.

(b) Zeige, daß durch aX+ bY + cZ 7→ (a, b, c)T ein Lieal-
gebrenisomorphismus V → R3 gegeben ist, wobei die
Lieklammer in R3 durch Kreuzproduktbildung gege-
ben ist.

(c) Beschreibe den lokalen Fluß eines Vektorfeldes aX +
bY + cZ.

Aufgabe (7.7) Es sei M := R2 × S1 × S1 der Kon-
figurationsraum eines Fahrzeugs. Wir betrachten die fol-
genden Vektorfelder auf M .

S :=
∂

∂θ
,

D := cos(ϕ+ θ)
∂

∂x
+ sin(ϕ+ θ)

∂

∂y
+ sin(θ)

∂

∂ϕ
,

W := − sin(ϕ+ θ)
∂

∂x
+ cos(ϕ + θ)

∂

∂y
+ cos(θ)

∂

∂ϕ
,

G := − sin(ϕ)
∂

∂x
+ cos(ϕ)

∂

∂y
.

Berechne die Lieklammern zwischen diesen Vektorfeldern!



Aufgabe (7.8) Es seien X,Y Vektorfelder unf f, g
reellwertige Funktionen auf einer MannigfaltigkeitM . Be-
weise die Formel

[fX, gY ] = fg[X,Y ] + (fX)gY − (Y f)gX .

Aufgabe (7.9) Es seien (ϕts) ein lokaler Fluß auf
einer Mannigfaltigkeit M sowie (Φts) und (Ψts) der zu-
gehörige Tangentialfluß bzw. Kotangentialfluß, definiert
durch

Φts(p, v) :=
(

ϕts(p), ϕ
′
ts(p)v

) (

(p, v) ∈ TM
)

,

Ψts(p, λ) =
(

ϕts(p), λ ◦ ϕ′
ts(p)

−1
) (

(p, λ) ∈ T ⋆M).

Rechne nach, daß es sich dabei tatsächlich wieder um lo-
kale Flüsse handelt, daß also die Bedingungen Φtt = id,
Ψtt = id, Φt3t2 ◦ Φt2t1 = Φt3t1 sowie Ψt3t2 ◦Ψt2t1 = Ψt3t1

gelten.

Aufgabe (7.10) Es sei (ϕts) ein lokaler Fluß auf
einer Mannigfaltigkeit M .

(a) Für welche Diffeomorphismen Φ : M → M ist durch
ψts := Φ◦ϕts wieder ein lokaler Fluß aufM gegeben?

(b) Es sei Φ : M → N ein Diffeomorphismus. Zeige, daß
dann

ψts := Φ ◦ ϕts ◦ Φ−1

ein lokaler Fluß auf N ist. Wie ergibt sich das zu
diesem Fluß gehörige Vektorfeld aus demjenigen, das
zu dem Fluß (ϕts) gehört?

(c) Nun sei speziell M = Rn. Zeige, daß für jeden festen
Punkt x0 ∈ Rn durch ψts(p) := ϕts(p− x0) + x0 wie-
der ein lokaler Fluß auf Rn gegeben ist.

Aufgabe (7.11) Es sei f : R \ {0} → R eine reelle
Funktion von der Klasse C1. Zeige, daß durch

ϕt(z) := eitf(|z|)z

ein lokaler Fluß auf C \ {0} gegeben ist. Wie lautet die-
ser lokale Fluß, wenn man C mit R2 identifiziert? Warum
wird der Nullpunkt entfernt?

Aufgabe (7.12) Es seien f, g : Rn → Rn Vektor-
felder der Klasse C2 mit den zugehörigen lokalen Flüssen
(ϕt) bzw. (ψt). Ferner sei ein fester Punkt p ∈ Rn gegeben.
Bestimme für die Funktion t 7→ (ψ−t ◦ ϕ−t ◦ ψt ◦ ϕt)(p)
das Taylorpolynom zweiter Ordnung.

Aufgabe (7.13) Es seien f, g : Rn → R
n Vektorfel-

der. Zeige:
(a) Sind f und g konstant, so ist [f, g] identisch Null.
(b) Ist eines der Vektorfelder f, g affin und das andere

konstant, so ist [f, g] konstant.
(c) Sind f und g affin, so ist auch [f, g] affin.

Aufgabe (7.14) Wir betrachten ein lineares zeitin-
variantes Kontrollsystem

ẋ(t) = Ax(t)+Bu(t) = Ax(t)+u1(t)b1+ · · ·+um(t)bm

mit x ∈ Rn, A ∈ Rn×n und B ∈ Rn×m. Bestimme die von
den einzelnen Vektorfeldern fi : x 7→ Ax + uibi (mit ei-
nem festen Wert ui) erzeugte Liealgebra. Zeige, daß diese
Liealgebra aufgespannt wird von den Spalten der Kalman-
Matrix [B | AB | A2B | · · · | An−1B]. Was bedeutet dies
aus kontrolltheoretischer Perspektive?

Aufgabe (7.15) Wir betrachten ein lineares Kon-
trollsystem

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t)

mit x ∈ Rn, A ∈ Rn×n und B ∈ Rn×m. Bei einer gegebe-
nen Anfangsbedingung x(t0) = x0 sei

U := {u ∈ L∞
(

[t0,∞),Rm) | ‖u‖∞ ≤ 1}

die Menge der zulässigen Steuerungen; die zu der Steue-
rung u ∈ U gehörige Trajektorie sei xu. Zeige, daß für
jeden Zeitpunkt t ≥ t0 die Erreichbarkeitsmenge

Rt := {xu(t) | u ∈ U}

konvex und kompakt ist.

Aufgabe (7.16) Ein Raketenwagen der Massem = 1
fahre auf geradlinigen Gleisen; seine Beschleunigung werde
als Steuervariable aufgefaßt und unterliege der Bedingung
|u| ≤ 1. Bezeichnet x(t) die Position des Wagens zur Zeit
t, so gilt also ẍ(t) = u(t). Bezeichnen wir mit y(t) := ẋ(t)
die Geschwindigkeit des Wagens zur Zeit t, so erhalten wir
das lineare Kontrollsystem

[

ẋ
ẏ

]

=

[

0 1
0 0

] [

x
y

]

+

[

0
1

]

u.

Es sei
(

x(0), y(0)
)

= (0, 0); d.h., der Wagen befindet sich
zum Zeitpunkt t = 0 im Nullpunkt und sei in Ruhe. Be-
stimme für einen beliebigen Zeitpunkt t die Erreichbar-
keitsmenge Rt! Begründe, warum Rt1 ⊆ Rt2 für t1 < t2
gelten muß.

Hinweis: Benutze das Pontrjagin-Prinzip, um den
Rand ∂Rt zu bestimmen.

Aufgabe (7.17) Berechne die Erreichbarkeitsmen-
gen RT für das Kontrollsystem

[

ẋ
ẏ

]

=

[

u −v
v u

] [

x
y

]

,

[

x(0)
y(0)

]

=

[

1
0

]

mit den Kontrollbeschränkungen |u(t)| ≤ 1/π und |v(t)| ≤
1. Zeige insbesondere, daß es für jeden Zeitpunkt T > 0
Randpunkte von RT gibt, durch die man keine Gerade so
legen kann, daß RT lokal auf einer Seite dieser Geraden
liegt. Warum ist das kein Widerspruch zum Pontrjagin-
schen Maximumprinzip?


