
Abstrakte Mannigfaltigkeiten

L•osung (6.1) Die Mengen Ui sind allesamt o�ene
Teilmengen von M , und die Abbildungen  i : Ui ! 
 i

sind allesamt Hom•oomorphismen auf o�ene Teilmengen
von R2. Ferner gilt

S 6
i =1 Ui = M ; d.h., die Kartenbereiche

Ui •uberdecken ganzM . Es bleibt zu zeigen, da� die •Uber-
gangsabbildungen j �  � 1

i :  i (Ui \ Uj ) !  j (Ui \ Uj )
allesamt C1 -Di�eomorphismen sind. Wir zeigen dies bei-
spielhaft f•u i = 2 und j = 5. Die Abbildung  5 �  � 1

2 :

 2 \ 
 5 ! 
 2 \ 
 5 st gegeben durch

( 5 �  � 1
2 )(u; v) =  5

�
� 9

p
1 � (u=2)2 � v2; u; v

�

=
�
� 9

p
1 � (u=2)2 � v2; u

�
;

die Umkehrabbildung ist gegeben durch

( 2 �  � 1
5 )(u; v) =  2

�
u; v;

p
1 � (u=3)2 � (v=2)2

�

=
�
v;

p
1 � (u=3)2 � (v=2)2

�
:

O�ensichtlich sind beide Abbildungen von der KlasseC1 .
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L•osung (6.2) Die Mengen Ui sind allesamt o�e-
ne Teilmengen vonM , und die Abbildungen  i : Ui !
R2 sind allesamt Hom•oomorphismen. Die entsprechenden
Umkehrabbildungen sind gegeben durch

 � 1
1 (u; v) = [1 : u : v];

 � 1
2 (u; v) = [ v : 1 : u];

 � 1
3 (u; v) = [ u : v : 1]:

Ferner gilt U1 [ U2 = U3 = M ; d.h., die Kartenbereiche
Ui •uberdecken ganzM . Es bleibt zu zeigen, da� die •Uber-
gangsabbildungen j �  � 1

i :  i (Ui \ Uj ) !  j (Ui \ Uj )
allesamt C1 -Di�eomorphismen sind. Wir zeigen dies bei-
spielhaft f•ur i = 1 und j = 2. Es gilt

( 2 �  �
1 )(u; v) =  2([1 : u : v]) = ( v=u; 1=u);

die Umkehrabbildung ist gegeben durch

( 1 �  � 1
2 )(u; v) =  1([v : 1 : u]) = (1 =v u=v):

O�ensichtlich handelt es sich dabei umC1 -Abbildungen.
Geometrisch k•onnen wir mit v := ( x; y; z) die Werte
 1([v]),  2([v]) und  3([v]) identi�zieren mit den Durch-
sto�punkten, die die UrsprungsgeradeRv mit den Ebenen
x = 1, y = 1 und z = 1 bildet. Die projektive Gerade
yz2 = x3 geht mit x = 1 •uber in die a�ne Kurve y = 1 =z2,
mit y = 1 in die a�ne Kurve z2 = x3 und mit z = 1 in
die a�ne Kurve y = x3. Die gleiche Kurve liefert also af-
�ne Ansichten, die auf den ersten Blick v•ollig verschieden
aussehen.

L •osung (6.3) Jede Hyperebene inV ist von der
Form Ha;n := f x 2 V j hx � a; ni = 0 g mit einem Auf-
punkt a 2 V und einem Normalenvektor n 2 V n f 0g.
O�ensichtlich ist  p(Up) = V n f pg, und es gilt

 p(Ha;n ) = p �
hp � a; ni

knk2 n :

Umgekehrt ist  � 1
p (x) die eindeutig bestimmte Hyperebe-

ne durch x, auf der p � x senkrecht steht; es gilt also

 � 1
p (x) = H x;p � x :

Wir erhalten dann

( p �  � 1
q )(x) =  p(H x;p � x ) = p�

hp � x; q � xi
kq � xk2 (q� x);

und dies ist o�enbar eine C1 -Abbildung.

L •osung (6.4) Die Aussage ergibt sich aus den fol-
genden Beobachtungen.

� Es seienA ein Ck -Atlas auf einer Menge X und
(U;  ) ein Element von A. Ist U0 � U eine Teilmenge von
U derart, da�  (U0) o�en in Rd ist, und ist  0 :=  jU0 ,
so ist (U0;  0) eine Karte, die Ck -kompatibel mit A ist.
Zum Nachweis sei (bU; b ) eine beliebige Karte in A. Dann
ist  0(U0 \ bU) =  (U \ bU) \  (U0) o�en als Durchschnitt
zweier o�ener Mengen, und

(1) b �  � 1
0 :  0(U0 \ bU) ! b (U0 \ bU)

entsteht durch Einschr•ankung desCk -Di�eomorphismus
b �  � 1 auf die o�ene Menge (U\ bU)\  (U0) und ist daher
selbst einCk -Di�eomorphismus aufs Bild. Umgekehrt ist
b (U0 \ bU) = ( b �  � 1)

�
 (U0)

�
o�en (als Urbild der o�enen

Menge (U0) unter dem Di�eomorphismus b �  � 1), und
die Abbildung

(2)  0 � b � 1 : b (U0 \ bU) !  0(U0 \ bU)

entsteht durch Restriktion des Ck -Di�eomorphismus  �
b � 1 auf die o�ene Menge b (U0 \ bU), ist also selbst einCk -
Di�eomorphismus aufs Bild. Damit sind die Abbildungen



(1) und (2) als Ck -Di�eomorphismen nachgewiesen; die
Karten ( U0;  0) und ( bU; b ) sind also Ck -kompatibel. Da
( bU; b ) eine beliebige Karte inA war, folgt die Behauptung.

� Es sei A ein maximaler Ck -Atlas. Dann ist die
Menge B := f U � X j (U;  ) 2 Ag der zu A geh•ori-
gen Kartenbereiche die Basis einer Topologie� auf X .
Sind n•amlich (U1;  1) und (U2;  2) Elemente von A, so
ist  2 �  � 1

1 :  1(U1 \ U2) !  2(U1 \ U2) ein Ck -
Di�eomorphismus zwischen o�enen Teilmengen vonRd.
Nach der ersten Beobachtung ist dann (U1 \ U2;  1jU1 \ U2 )
eine Karte, dieCk -kompatibel mit A und wegen der Maxi-
malit •at von A damit selbst ein Element vonA ist. Damit
ist gezeigt, da� ausU1 2 B und U2 2 B schonU1 \ U2 2 B
folgt. Also ist B Basis einer Topologie� (n•amlich der Men-
ge aller Vereinigungen von Mengen inB ).

� Es sei wieder A ein maximaler Ck -Atlas f •ur X ,
und X sei mit der gerade eingef•uhrten Topologie verse-
hen. F•ur jedes Paar (U;  ) 2 A ist dann  : U !  (U)
ein Hom•oomorphismus. Dazu zeigen wir zun•achst, da�  
stetig ist, da� also Urbilder o�ener Mengen in Rd o�en
in U sind. Es sei 
 � Rd o�en, und es seiU0 :=  � 1(
).
Dann ist  (U0) =  (U)\ 
 als Durchschnitt zweier o�ener
Mengen selbst o�en, so da� (U0;  jU0 ) nach der ersten Be-
obachtung eine Karte ist, die nach der ersten Beobachtung
Ck -kompatibel mit A und damit selbst ein Element vonA
ist. Nach De�nition der Topologie � bedeutet dies, da� U0

o�en ist. F •ur jede o�ene Menge 
 � Rd ist also  � 1(
)
o�en in X ; dies zeigt die Stetigkeit von . Nun sei U � X
o�en, sagen wir (U;  ) 2 A. Um jeden Punkt p 2 U gibt
es eine BasismengeU0 2 B mit p 2 U0 � U, sagen wir
(U0;  0) 2 A. Dann ist  0 �  � 1 :  (U0 \ U) !  0(U0 \ U)
ein Ck -Di�eomorphismus von  (U0) auf  (U0); insbeson-
dere ist also (U0) � Rd o�en. Da dies f•ur jede in U ent-
haltene BasismengeU0 gilt, ist damit  (U) o�en in Rd.
Also bildet  o�ene Mengen wieder auf o�ene Mengen ab,
ist also eine o�ene Abbildung. Damit ist gezeigt, da�  
stetig und o�en und damit ein Hom •oomorphismus ist.

L •osung (6.5) Es sei f = F jM . Jede Kurve � : I !
M mit � (0) = p ist erst recht eine Kurve in Rm ; es gilt
daher f 0(p)[� ] = [ f � � ] = [ F � � ] = d =dtjt =0 F

�
� (t)

�
=

F 0
�
� (0)

�
� 0(0) = F 0(p)� 0(0) = F 0(p)[� ].

L •osung (6.6) Es seiA 2 Rn � n fest gew•ahlt. F •ur eine
beliebige Matrix X 2 Rn � n gilt dann

f 0(A)X =
d
dt

�
�
�
�
t =0

f (A + tX ) =
d
dt

�
�
�
�
t =0

(A + tX )T (A + tX )

=
d
dt

�
�
�
�
t =0

(AT + tX T )(A + tX )

=
d
dt

�
�
�
�
t =0

(AT A + tX T A + tA T X + t2X T X )

= X T A + AT X:

Die Ableitung f 0(A) an der Stelle A ist also die lineare
Abbildung Rn � n ! Symn mit X 7! X T A + AT X . F•ur

n = 2 dr •ucken wir das Ergebnis in Koordinaten aus. Wir
schreiben

A =
�

a b
c d

�
und X =

�
�a �b
�c �d

�

und erhalten

f
��

a b
c d

��
=

�
a c
d d

� �
a b
c d

�
=

�
a2 + c2 ab+ cd
ab+ cd b2 + d2

�
:

Folglich k•onnen wir f mit der Abbildung f : R4 ! R3

iden�zieren, die durch

f (

2

6
4

a
b
c
d

3

7
5) =

2

4
a2 + c2

ab+ cd
b2 + d2

3

5

gegeben ist und die die Ableitungsmatrix

f 0(a; b; c; d) =

2

4
2a 0 2c 0
b a d c
0 2b 0 2d

3

5

hat. Es gilt also

f 0(a; b; c; d)

2

6
4

�a
�b
�c
�d

3

7
5 =

2

4
2a �a + 2 c �c

b �a + a �b + d �c + c �d
2b �b + 2 d �d

3

5 ;

was genau dem Ergebnis

X T A + AT X =
�

�a �c
�b �d

��
a b
c d

�
+

�
a c
b d

��
�a �b
�c �d

�

=
�

2a �a + 2 c �c b �a + a �b + d �c + c �d
b �a + a �b + d �c + c �d 2b �b + 2 d �d

�

entspricht.

L •osung (6.7) Es gilt

f 0(x)� =
d
dt

�
�
�
�
t =0

f (x + t� )

=
d
dt

�
�
�
�
t =0

hAx + tA� � b; Ax + tA� � bi

=
d
dt

�
�
�
�
t =0

(hAx � b; Ax� bi + 2 thA�; Ax � bi + t2hA�; A� i

= 2 hAx � b; A� i = h2(AT Ax � AT b); � i :

Es gilt also (r f )(x) = 2( AT Ax � AT b) (wovon man sich
nat•urlich auch leicht durch eine Rechnung in Koordinaten
•uberzeugt.

L •osung (6.8) Siehe Aufgabe (95.20) im Buch.



L•osung (6.9) Vergleiche Aufgabe (98.11) im Buch.

L •osung (6.10) Zun•achst ist f wohlde�niert, denn
die Funktion g ist homogen, d.h., es giltg(�x; �y; �z ) =
g(x; y; z) f •ur alle � 6= 0. Die Einschr•ankung von g auf die
Einheitssph•are S2 stimmt •uberein mit der Einschr•ankung
der Funktion 
 (x; y; z) := ( x2; y2; z2; xy; yz; zx) auf die
Einheitssph•are; weil


 0(x; y; z) =

2

6
6
6
6
6
4

2x 0 0
0 2y 0
0 0 2z
y x 0
0 z y
z 0 x

3

7
7
7
7
7
5

f•ur jeden Punkt (x; y; z) 2 S2 injektiv ist, liegt eine Im-
mersion vor; daher ist f eine Immersion von P 2(R) in
R6. Diese ist injektiv, denn aus g(x; y; z) = g(x0; y0; z0)
mit ( x; y; z) 2 S2 unbd (x0; y0; z0) 2 S2 folgt ( x0; y0; z0) =
� (x; y; z) und damit [ x0 : y0 : z0] = [ x : y : z]. Nach Teil (b)
der folgenden Aufgabe ist daherf sogar eine Einbettung.
Das Bild von f ist enthalten in der a�nen Hyperebene
f (a; b; c; d; e; f) 2 R6 j a + b+ c = 1 g, also in einem f•unf-
dimensionalen a�nen Raum.

L•osung (6.11) (a) Ist i : M ! N eine Immersion
und ist p 2 M beliebig, so ist i 0(p) injektiv; es gilt also
Rangi 0(p) = m. Dann gilt aber sogar Rangi 0(x) = m auf
einer ganzen Umgebung vonp, so da� nach dem Rang-
satz die Einschr•ankung von i auf eine hinreichend kleine
Umgebung von p eine Einbettung ist. Besitzt umgekehrt
jeder Punkt p 2 M eine UmgebungU, so da� i jU eine
Einbettung ist, so ist insbesonderei 0(p) = i j0U (p) injektiv
f•ur alle p 2 M ; also ist i eine Immersion.

(b) Wir m •ussen zeigen, da� die bijektive stetige Ab-
bildung i : M ! i (M ) sogar ein Hom•oomorphismus ist. Es
sei A � M eine abgeschlossene Menge. Dann istA sogar
kompakt (als abgeschlossene Teilmenge einer kompakten
Menge), folglich ist i (A) kompakt (als stetiges Bild einer
kompakten Menge) und damit abgeschlossen ini (M ). Also
bildet i abgeschlossene Mengen inM auf abgeschlossene
Mengen in i (M ) ab, folglich auch o�ene Mengen inM auf
o�ene Mengen in i (M ); also ist i eine o�ene Abbildung.
Das bedeutet aber genau, da�i � 1 eine stetige Abbildung
ist.

(c) Es sei x 2 M . Da N lokal Euklidisch und da-
her lokalkompakt ist, gibt es eine o�ene UmgebungV von
f (x) mit kompaktem Abschlu� V . Weil i stetig ist, ist
dann U := i � 1(V ) o�en in M , und weil i proper ist, ist
K := i � 1(V ) kompakt in M . Dann ist i jK : K ! V ei-
ne stetige Bijektion auf einer kompakten Menge, folglich
sogar ein Hom•oomorphismus. Jeder Punktx 2 M besitzt
also eine Umgebung, auf deri ein Hom•oomorphismus aufs
Bild ist. Da i injektiv ist, gilt diese Eigenschaft sogar glo-
bal; die Abbildung i : M ! i (M ) ist also ein Hom•oomor-
phismus.


