L96: Umkehrsatz und implizite Funktionen

Losung (96.1) Wir schreiben u := ze¥ +y und v :=
zeY — y und versuchen, diese beiden Gleichungen nach x
und y aufzulosen. Subtraktion beider Gleichungen liefert
u—v = 2y und damit y = (u — v)/2; es folgt z = (u —
y)e ¥ = ((u+v)/2) - e*"%/2 Die Auflésung ist also fiir
alle (u,v) € R? eindeutig moglich; daher ist f invertierbar
mit der Umkehrfunktion

1 (v—u)/2
fH ) = 5[(“5)6” ]

Da diese Abbildung von der Klasse C* (ja sogar analy-
tisch) ist, ist f ein C°°-Diffeomorphismus.

Losung (96.2) Wir schreiben

%—yez—i—z, w=2ye® + z

u——x +ye®, v=
e 24y

2+y?

und versuchen, diese drei Gleichungen nach z, y und z
aufzulosen. Wir erhalten zunéchst u — v = 2ye* — z und
dann w — (u — v) = 2z, also

w+v—u
= — =

5 f3(u,v,w).

Aus der Gleichung u — v = 2ye® — z folgt dann 2y =
(u—v+ z)e ?, also
1 — f3(u,v,w)
y = E(u — v+ fg(u,v,w))e )= fo(u, v, w).

Setzen wir die gefundenen Ausdriicke fiir z und y in die
Gleichung = = (u — ye?) - (2 + y?) ein, so ergibt sich

T = (uffg(u,v,w)ef3(“’”’w))~(2+f2(u,v,w)Q) =: f1(u,v,w).

Also lassen sich z, y und z in eindeutiger Weise als analy-
tische Funktionen von u, v und w darstellen; hieraus folgt
die Behauptung.

Loésung (96.3) Offensichtlich gilt f(R?) = R?\
{(0,0)}. Fiir alle (x,y) € R? erhalten wir

—e” sin(y)
e cos(y)

, | e®cos(y)
fl(z,y) = e sin(y)
und damit det(f'(z,y)) = €** > 0. Nach dem Satz iiber
die Umkehrfunktion ist f daher an jeder Stelle (z,y) €
R? ein Diffeomorphismus zwischen einer Umgebung von
(z,y) und einer Umgebung von f(z,y). Andererseits gilt
flx,y +27) = f(x,y) fiir alle (z,y) € R?, so daB f nicht
injektiv und damit insbesondere kein Diffeomorphismus
ist.

Losung (96.4) (a) Da der Arcustangens nur Werte
zwischen —m/2 und 7/2 annimmt, kann die angegebene
Funktion nur Polarwinkel zwischen —m/2 und 7/2 wie-
dergeben, also in der offenen rechten Halbebene z > O.
Umgekehrt folgt fiir > 0 aus der Gleichung tan(y) = y/x
auch tatsiichlich ¢ = arctan(y/z). Also definiert g einen
Diffeomorphismus von U := {(z,y) € R? | x > 0} auf
V :=(0,00) x (=7/2,7/2), der f umkehrt.

(b) Da der Arcuscosinus nur Werte zwischen 0 und 7
annimmt, kann die angegebene Funktion nur Polarwinkel
zwischen 0 und 7 wiedergeben, also in der offenen oberen
Halbebene y > 0. Umgekehrt folgt fiir y > 0 aus der Glei-
chung cos(¢) = z/r mit r := /22 + y? auch tatsiichlich
@ = arccos(x/r). Also definiert g einen Diffeomorphismus
von U = {(z,y) € R? | y > 0} auf V := (0,00) x (0,7)
und ist dort eine Umkehrfunktion zu f.

(¢) Da der Arcussinus nur Werte zwischen —/2 und
7/2 annimmt, kann die angegebene Funktion nur Polar-
winkel zwischen —7/2 und 7/2 wiedergeben, also in der
offenen rechten Halbebene z > 0. Umgekehrt folgt fiir
x > 0 aus der Gleichung sin(p) = y/r mit r := /22 + ¢
auch tatsiichlich ¢ = arcsin(y/r). Also definiert g einen
Diffeomorphismus von U := {(z,y) € R? | x > 0} auf
V :=(0,00) x (=7/2,7/2), der f umkehrt.

(d) Aus 2 = rcose und y = rsin ¢ folgt

Y _ rsin ¢ _ sin ¢
x4+ /x2+y? rCOSQ + 1 1+ cosyp
sin(2 - ¢/2) 2sin(p/2) cos(p/2)
14 cos(2-¢/2) 1+ cos(p/2)? —sin(p/2)?
_ 2sin(p/2) cos(p/2) sin(p/2) an
B 2 cos(ip/2)? ~ cos(p/2) tan(/2).

Fir -7 < ¢ < 7 gilt nun —7/2 < ¢/2 < /2, und
fiir Winkel in diesem Bereich gilt § = arctan(tan ). Fiir
¢ € (—m,m) gilt daher /2 = arctan(y/(z + /22 + y2)),
so daBf auf U := R?\ ((—o0, 0] x {0}) (also auf der gesamten
Ebene mit Ausnahme der negativen z-Achse) die Funk-
tion g eine Umkehrfunktion zu f darstellt. Die Formel
tan(p/2) = y/(x+ /22 + y?) 148t sich auch leicht geome-
trisch als Konsequenz des Peripheriewinkelsatzes deuten.
In den folgenden Diagrammen wird jeweils der Tangens
von /2 als Quotient von Gegenkathete und Ankathete in
dem grau schraffierten Dreieck ermittelt.
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Abb. 96.4: Geometrische Deutung der Formel tan(y/2) =
y/(x++/22+y?) fir den Polarwinkel eines Punktes (x, ).



Losung (96.5) An jeder Stelle (z,y) € R? gilt

und damit f'(z,y) = —e*7Y — €*T¥ < 0. Nach dem Satz
iitber die Umkehrfunktion ist daher die Gleichung

N

um jeden Bildpunkt (u, v) lokal nach (z,y) auflésbar. Wir
versuchen, diese Auflésung explizit anzugeben. Zunéchst
ist klar, dal in einem Bildpunkt (u,v) die Bedingungen
v > 0 und v > 0 gelten miissen, daf§ also f(R?) C
(0,00) x (0, 00) gilt. Subtraktion der beiden Komponenten
liefert u — v = e¥ — e™¥, folglich €2¥ — (u—v)e¥ —1 =10
und damit e¥ = (u —v)/2 + /(v —u)2/4+ 1. Da die
Exponentialfunktion nur positive Werte annimmt, entfillt
das negative Vorzeichen, und wir erhalten e¥ = (u —v+

(u—v)2+4)/2 bzw.

y = ln<v—u+\/m>.
2

Einsetzen in die Definition von f liefert dann e” = (u +
v—/(u—v)2+4)/2 bzw.

(u—i—v— (u—v)2+4>
xr =In 5 .

Die Auflésung nach = und y als Funktionen von u und
v ist also eindeutig; damit sie méglich ist (damit also
die auftretenden Funktionen definiert sind), mul v + v >
v/ (u—v)? +4 gelten, was wegen u,v > 0 dquivalent ist
mit (u+v)? > (u—v)2+4 bzw. uv > 1. Also ist f ein Dif-
feomorphismus von R? auf die Menge f(R?) = {(u,v) €
R? | u,v >0, v > 1/u}.
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Abb. 96.5b: Wirkung der Umkehrfunktion g = f~*.

Losung (96.6) (a) Wir erhalten die Ableitungsma-
trix -
’ T 2y
f ($,y) - |:2y 2:C:|
und damit die Jacobi-Determinante det f’(z,y) = 4(2? —
y?). Diese verschwindet genau dann, wenn y? = 22 gilt,
wenn also der Punkt (x,y) auf der Vereinigung der beiden
Winkelhalbierenden y = +x liegt.

(b) Fiir einen Bildpunkt (u,v) = (2% +%2, 2xy) haben
wir offensichtlich |v| = 2|zy| < 22 +y? = u. Umgekehrt ist
jeder Punkt (u,v) € R? mit |v| < u tatsichlich ein Bild-
punkt. Wir konnen die moglichen Urbilder explizit ange-
ben. Fiir v = 0 erhalten wir entweder x = 0 und y = +/u
oder aber y = 0 und x = #++/u. Nun betrachten wir den
generischen Fall v # 0. Die Gleichungen v = 22 + y? und
v = 2zy fithren zunichst auf y = v/(22) und dann auf
u =22 +v?/(42?) bzw. 2* —uz? + (v?/4) = 0 und damit
2?2 = (u+ Vu2 —v2)/2 (wobei die Wurzel wegen u? > v
existiert). Dies liefert die vier Losungen x4, 2, x5, 24, die
den vier moglichen Vorzeichenwahlen in der erhaltenen

Gleichung

u+ Vu?2 —v?

x(u,v) = + 5

entsprechen. Fiir 1 <¢ <4 ist dann y(u,v) = 2v/xz;(u,v).
Setzen wir V := {(u,v) € R? | 0 < |v| < u}, so liefert dies
die vier lokalen Umkehrabbildungen fi_1 : V. — U;, wobei
Ule U; die Menge der reguldren Punkte von f ist.
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Abb. 96.5a: Wirkung der Funktion f.

Abb 96.6a: Wirkung der Abbildung f.
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Abb. 96.6b: Wirkung der vier lokalen Umkehrabbildun-
-1
gen f; .

Losung (96.7) (a) Wir erhalten die Ableitungsma-

Faw = 3 3

trix

und damit die Jacobi-Determinante det f’(z,y) = 4(2? +
y?). Diese verschwindet genau fiir (z,y) # (0,0); auBer im
Nullpunkt ist f also iiberall ein lokaler Diffeomorphismus.

(b) Wir fragen, wann wir die Gleichung (u, v) = (2 —
y?,2zy) nach x und y auflésen kénnen. Fiir v = 0 erhalten
wir entweder x = 0 und y = ++/—u (was nur fiir u < 0
moglich ist) oder aber y = 0 und = = ++/u (was nur fiir
u > 0 moglich ist). Nun betrachten wir den generischen
Fall v # 0. Die Gleichungen v = 2% — y? und v = 2zy
fiihren zunichst auf y = v/(22) und dann auf v = 2 +
v?/(422) bzw. 2t —uz? + (v?/4) = 0 und damit 2% = (u+
Vu? +v2)/2 (wobei wegen 22 > 0 das negative Vorzeichen
ausscheidet). Dies liefert die zwei Losungen

u+Vu? + v?
z1,2(u,v) = + —
und dann y;(u,v) = 2v/z;(u,v) fiir i = 1,2. Dies liefert
die Umkehrfunktionen fi_1 = (=i, yi), wobei das Bild von
fi! die rechte Halbebene und das Bild von f; ! die linke
Halbebene ist.
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Abb 96.7a: Wirkung der Abbildung f.

Abb. 96.7b: Wirkung der lokalen Umkehrabbildungen
fl_1 und f{l der Abbildung f.

Losung (96.8) Wir legen ein Koordinatensystem so,
daB (0,0) der Mittelpunkt des ersten Kreises und (a, 0) der
Mittelpunkt des zweiten Kreises ist. Parametrisierungen
von K und K5 sind dann gegeben durch

U Ty {Cf)s(u)] und v+ [a} + 7y {COS(U)]

sin(u) 0 sin(v)

mit u,v € [0,27). Die Menge M aller moglichen Strecken-
mittelpunkte ist daher der Bildbereich der Funktion

) 1 [rlcos(u)wLTgcos(v)Jra} _

2 r1 sin(u) + ro sin(v)

3| o

—rysin(v) }

r9 cos(v)

und det (f/(u,v)) = (ri172/4)- (sin(v) cos(u)—sin(u) cos(v))
= (rir2/4) - sin(v — u). Ist det(f'(u,v)) # 0, so ist f in
einer Umgebung des Punktes (u,v) lokal invertierbar, so
daB f(u,v) im Innern von M liegen muf. Als Randpunkte
von M kommen nur diejenigen Punkte f(u,v) in Frage,
fiir die det(f’(u,v)) = 0 gilt; das bedeutet v = w oder
v =1u+ 7w (modulo 27). Wegen

) = [47] g2 oot

sin(u)

bilden die Punkte f(u,u) einen Kreis mit Mittelpunkt
(a/2,0) und Radius (r; + r2)/2, und wegen

o

bilden die Punkte f(u,u+7) einen Kreis mit Mittelpunkt
(a/2,0) und Radius |rq —r2|/2. Damit ist klar, dal M ein
Kreisring mit Mittelpunkt (a/2,0), Innenradius |r; —7r2|/2
und Auflenradius (r1 + 72)/2 ist.




Abb. 96.8: Der grau markierte Kreisring ist die Menge
aller Mittelpunkte von Strecken, die K; und K verbinden.

Bemerkung. Probleme dieser Art kommen beispiels-
weise im Maschinenbau vor, etwa wenn man untersucht,
welche Positionen von einem Roboterarm oder einer Pleu-
elstange wihrend eines Bewegungsvorgangs eingenommen
werden konnen.

Lésung (96.9) Wir definieren F' : R* — R? durch
22—y —ud+0? +4
F(z,y,u,v) - |:2:Cy+y2 o 2’LL2 +3’U4 +8

und erhalten die Ableitungsmatrix

, (22 -2y 3w 20
Fi(a,y,u,v) = [Qy 2(x+y) —4du 1203 |°

An der Nullstelle (zq, yo,uo0,v0) = (2,—1,2,1) von F er-
gibt sich

, 42 —12 2
F(x()vyOvuOv’UO) - |:2 2 -8 12|

Der Satz iiber implizite Funktionen garantiert nun die lo-
kale Auflésbarkeit der Gleichung F' = 0 nach der i-ten
und der j-ten Variablen, wenn die Matrix, die aus der -
ten und der j-ten Spalte dieser Ableitungsmatrix entsteht,
invertierbar ist. Man priift schnell nach, dafl dies fiir alle
i und j der Fall ist. Die Gleichung F(z,y,u,v) = 0 14}t
sich also in einer Umgebung von (2, —1,2, 1) nach je zwei-
en der vier Variablen z, y, u, v auflésen.

Lésung (96.10) Die partielle Ableitung

% (z+y* +2z—sin(zz)) = 1—xcos(zz)
ist an der Stelle (z,y,2) = (0,0,0) von Null verschieden.
Nach dem Satz iiber implizite Funktionen 148t sich daher
die Gleichung = + y? + 2z = sin(z2) in einer Umgebung
von (0,0,0) nach z als Funktion von (z,y) auflosen; die
Gleichung z+y?+2z = sin(x2) wird dann zu einer Identitt
fiir die Funktion z. Ableiten dieser Identitdt nach z und
y liefert

142z, = cos(zz) - (24 x2),

*
() 2+ 2,

cos(xz) - xzy.

Nochmaliges Ableiten dieser beiden Identititen nach z
und y liefert

(%)

Zow = —sin(z2) - (2422.)? + cos(x2) - (222 + 222z,
Zopy = —sin(xz) - w2y - (2+225) + cos(zz) - (zy+x2ay),
Zye = —sin(zz) - (z4x25) - 12y + cos(22) - (2y + T2ys),
2+ 2,y = —sin(zz) - (x2,)* + cos(x2) - 22y,

Einsetzen von (z,y,z) = (0,0,0) in (%) liefert z,(0,0) =

1 und 24(0,0) = 0. Einsetzen von (z,y,2,2z,2y) =
(0,0,0,1,0) in (xx) liefert dann z,,(0,0) = —2, 25,(0,0) =
0, 2yz(0,0) = 0 und z,,(0,0) = —2. DaBl 2,,(0,0) =

2yz(0,0) gelten wiirde, war dabei nach dem Satz von
Schwarz von vornherein klar.

Lésung (96.11) Wir definieren F : R* — R? durch
% +uy + ev
F(z,y,u,v) - |:2:L'+’LL2 —wv—5

und erhalten die Ableitungsmatrix

oF (z,y,u,v) Yy ev
d(u,v) T 2u—v —u|

An der Nullstelle (2,5,—1,0) von F ergibt sich

OF (z,y,u,v)

det 9w, 0)

5 1
BT
Nach dem Satz {iber implizite Funktionen ist die fragliche
Auflésung also moglich.

Losung (96.12) Wir definieren
F(x,y,2) = x22 +e** +y

und erhalten F,(z,vy, 2) = 2w2+2e%**. Wegen F(1,—1,0) =
0 und F,(1,-1,0) = 2 # 0 1Bt sich die Gleichung
F(z,y,z) = 0 nach dem Satz iiber implizite Funktionen
in einer Umgebung von (1, —1,0) nach z als C*°-Funktion
von (z,y) auflosen; damit ist die Existenz einer Funkti-
on f mit den angegebenen Eigenschaften nachgewiesen.
Ableiten der Identitit 0 = xf% 4 €2/ + y nach = bzw. y
liefert

0 = f2 + Qxffz + 2€2ffza

) 0 = 2zff, +2e* f, + 1.

Leiten wir diese beiden Identitdten erneut jeweils nach x
und nach y ab, so erhalten wir

(5x)
0 = 4ffo+20f2 +22f for + 4 f2 4+ 2¢% £,

0 = 2ffy+2xfyfo+22f foy +4€* £, fr + 26 ),

0 = 2ffy+2xfofy +22f fyu + 4€* fo fy + 26 fya,

0

2af] +2xf fyy + 4 2 +2e* f,,.



Setzen wir nun (z,y) = (1, —1) und damit f = 0 in (x) ein,
so erhalten wir die Gleichungen 2f, = 0 und 2f, = —1
also

3

fz(1,-1) = 0, fy(l,-1) = —1/2.

An der Stelle (z,y) = (1,—1) haben wir also f =0, f, =0
und f, = —1/2; setzen wir dies in (%) ein, so ergeben
sich die Gleichungen 2f,, = 0, 2f;, = 0, 2fy, = 0 und
(1/2) + 1+ 2fyy = 0; wir erhalten also

foa(L,=1) = fa(1,-1) = fya(1,—-1) = 0 und
fyy(la_l) = —3/4.

Dafl die Werte von f;, und f,, gleich sein wiirden, war
dabei nach dem Satz von Schwarz von vornherein klar,

Lésung (96.13) Wir definieren F : R* — R? durch

zu + yulv — 2
F(z,y,u,v) = {zu3+y2042}

und fragen, ob sich die Gleichung F'(z,y,u,v) = 0 in einer
Umgebung der Losung (g, yo, to, vo) = (1, 1,1,1) nach
(u,v) auflésen 148t. Dazu berechnen wir

OF (z,y,u,v)  [x+42yuwv  yu?
d(u,v) N 3zu? 4?03

und erhalten

det 1,1,1,1) = det[3 1} =9 # 0

8(u,v)( 3 4

nach dem Satz iiber implizite Funktionen ist die fragliche
Auflésung also moglich.

Lésung (96.14) Wir definieren f : R> — R3 durch

" —y—a
f(‘rayazaaﬂb) = yn_z_b
A
und erhalten
na1 -1 0 -1 0
fl(xayazvaab) = 0 nyn—l -1 0 -1 )
-1 0 nz"1 0 0

insbesondere also

£(0,0,0,0,00 = | 0 0 -1 0 -1
-1 0 0 0 0

Da die ersten drei Spalten dieser Matrix linear unabhingig
sind, ist nach dem Satz iiber implizite Funktionen die Glei-
chung F(x,y,z,a,b) = (0,0,0) in einer Umgebung der
Losung (xo, yo, 20, @0, bo) = (0,0,0,0,0) nach z,y, z (als
Funktionen von a und b) auflosbar. (Die aufgelosten Glei-
chungen explizit hinzuschreiben, ist unmoglich, selbst in
dem vergleichsweise einfachen Fall n = 2.)

Losung (96.15) (a) Wir benutzen die Cardanische
Formel, um die Gleichung 3% — 3zy + 2% = 0 nach y auf-
zuldsen. Mit p := —3z und ¢ := 22 ist die Diskriminante
gegeben durch A = (¢2/4) + (p3/27) = (2%/4) — 3. Wir
erhalten dann die folgende Fallunterscheidung.

e Gilt A > 0 (also 2 < 0 oder z > ¥/4), so hat die
Gleichung y3 — 3xy + 2% = 0 eine eindeutige reelle Losung,
nédmlich

-5 | VEEn - - Y.

e Gilt dagegen A < 0, also 0 < x < /4, so hat die
Gleichung 3 — 32y + 23 = 0 genau drei verschiedene reelle
Losungen, ndmlich

(@) = 2z eos(p(2)/3),
y2(z) = 2v/xcos((p(x)
(@)

+
y3(z) = 2vzcos((p(x) + 4

mit ¢(z) := arccos(—(1/2) z3/2).

Da die Fragestellung vollkommen symmetrisch in z
und y ist, ergibt sich natiirlich die analoge Aussage, wenn
man nach x statt nach y auflost.

Abb. 96.15a: Auflssen der Gleichung 2%+y3 = 3xy nach
der Variablen y.

(b) Fiir (x(t),y(t))( st 3t

1+¢3"1+1¢3

0] = e [ ]

> ergibt sich




(c) Die stereographische Projektion von der Aqua-
torebene auf die Einheitssphére ist gegeben durch

2x
(z,y) = S — 2y
P, z24y2+1 24y’ 1

Das Bild des Kartesischen Blattes unter dieser Projektion
ist dann die Kurve

alt) = p( 3t 3t? )

14137 1413

6t(1+t3)
= ! 6t%(1+t3)
2 4 3)2
92 + 911 + (1+8%)2 | g0 4 g0 (1413)2

Wir erhalten a(—1) = (0,0,1)%; fiir ¢ = —1 geht also der
“Punkt im Unendlichen” auf dem Kartesischen Blatt iiber
in den Nordpol der Einheitssphére.

Abb. 96.15b: Stereographische Projektion des Kartesi-
schen Blattes.

(d) Erfiillt eine Funktion y die Identitit 2 + y3 =
3zy, so liefert Einsetzen des Wertes x = 0 die Bedingung
y(0)3 = 0 und damit y(0) = 0. Implizites Ableiten der
Identitit 23 4+ y2 = 3zy nach z liefert 322 + 3y%y’ = 3y +
3zy’. Einsetzen von x = 0 liefert nur die Gleichung 0 = 0,
so daf wir auf diese Weise den Wert 3/(0) nicht ermitteln
konnen. Da y analytisch sein soll, mufl es aber eine Zahl
e > 0 geben mit y(z) # 0 fir 0 < || < € und damit
(sofern € < 3/2) auch y(x) # z. (Aus y = z folgt wegen
22 4+ y? = 32y nidmlich 222 = 322 und damit z = 0 oder
xr = 3/2.) Wir kénnen daher die Gleichung 322 — 3y =
(3z — 3y?)y’ fiir 0 < |z| < € in der Form

r_ -T2_y
T — 12

schreiben und dann die Regel von de 'Hospital anwenden;

diese liefert

VO = o) — i A
T e G I A )
ST ney@ - 1-0 Y (0)

und damit 3(0) = 0. Es ist daher sinnvoll, y(z) = 2?n(x)
mit einer noch zu bestimmenden Funktion 1 anzusetzen.
Einsetzen von y = 229 in die Gleichung 2% +y3 — 32y = 0
liefert 23 + 251% — 3230 = 0 bzw. 1 + 231> — 3n = 0. Fas-
sen wir F(z,n) := 1 — 3n+ 23n? als analytische Funktion
in den zwei Variablen x und 7 auf, so ist der Koeffizi-
ent bgp; = —3 von Null verschieden; nach Satz (76.12) im
Buch gibt es daher eine analytische Funktion n = n(x),
die die Gleichung F(z,n) = 0 identisch erfiillt. Der An-
satz n(r) = ap + a1 + a2z? + azz® + - - - ergibt

0 =1+ (ag +3a3a1w + (3adaz + 3apad)z? + )
— (3ap + 3a1z + 3asz? + 3asz® + - - D
= (1—3ap) — 3a1z — 3asx® + (af — 3az)x™ + -
und folglich ag = 1/3, a1 = as = 0 sowie a3 = a3/3 =

1/(81). Die gesuchte Funktion y hat also die Form y(z) =
(2/3) + (2°/81)+ hohere Potenzen von .

Losung (96.16) Die Gleichungen g1 (z) = g2(z) =0
lassen sich umschreiben als

e -

bzw. dquivalent dazu in der Form

I3 _ 1 X1 —X2 0 _ 1 —X2
Ty o423 w2 w1 3423 | m |’
(Beachte, dafl 2% + x3 # 0 gelten muf, denn sonst héitten

wir 1 = 29 = 0 im Widerspruch zu der Gleichung ziz4 —
xoxs = 1.) Also gilt

Z1
T2 —ZT2 Z1

M == { :CB - 2 251"4 = 2 2}5
Z3 x] + x5 T+ x5
Ty

so daB M der Graph der Funktion f:R?\ {(0,0)} — R?

ist, die gegeben ist durch
(T 7)
w2+ 23 ¥ 4a23)

Losung (96.17) (a) Wir fassen ¢g; und go als Kom-
ponenten einer Funktion ¢ : R* — R? auf. Die Ableitung
von g ist dann gegeben durch die Matrix

f(xlv‘rQ) =

g —&3 — X9 X1 :|

/ _
g(z1,$2,$3,:€4) - |:2$1 21.2 21.3 2$4



Nach dem Satz tiber implizite Funktionen ist die Auflosung
der Gleichung g(z) = 0 (also der beiden skalaren Gleichun-
gen g1(z) = 0 und go(x) = 0) nach zweien der Variablen
x; in einer Umgebung von z € M genau dann moglich,
wenn ¢'(xz) den Rang 2 hat, wenn also die beiden Zei-
len von ¢'(x) linear unabhéngig sind. (Bei diesen beiden
Zeilen handelt es sich einfach um die als Zeilenvektoren
geschriebenen Gradienten (Vg1 )(x) und (Vgz2)(x).)

Die aus der ersten und letzten Spalte bestehende Un-
termatrix von ¢’(x) hat die Determinante 2(z3 — 2%); ei-
ne lokale Auflssung nach (z1,z4) ist also allenfalls dann
nicht moglich, wenn 23 = 22 gilt, also z4 = +x;. Im
Fall 24 = z; gehen die Gleichungen ¢;(z) = 0 und
go(x) = 0 iiber in 23 — xoxs = 1 und 223 + 23 + 25 = 2,
aus denen 73 + 23 = 2(1 — 2?) = —2x923 und damit
0 = a3 + 2zox3 + 23 = (w2 + 23)% bzw. 23 = —u2
folgt. Fiir x4 = x1 ergeben sich also die kritischen Punk-
te (z1, 2, —x2, 1) mit 22 + 22 = 1, also die Punkte der
Form

(%) (21,29, 23,24) = (cosep, sing, —singp, cosp)

mit ¢ € R. Im Fall z4 = —z; gehen die Gleichungen
gi1(z) = 0 und ga(x) = 0 iiber in —2% — xoz3 = 1 und
223 + 23 + 2% = 2, aus denen 23 + 2% = 2 — 2+ 22573 bzw.
0 = 23 — 22973 + 2% = (22— 23)? und damit 23 = x5 folgt.

Fir x4 = —x1 ergeben sich also die kritischen Punkte
(71,2, 22, —21) mit 23 + 23 = 1, also die Punkte der
Form

(x%)  (x1,x2,23,24) = (cOs¢, sing, siny, — cos )

mit ¢ € R. Aufler an den Punkten der Form (x) bzw. (%)
ist also eine lokale Auflésung nach (z1,z4) moglich. An
den Punkten der Form (x) gilt nun (Vg2)(z) = 2(Vg1)(z)
(d.h., die zweite Zeile von ¢'(x) ist das Doppelte der ersten
Zeile), wihrend an den Punkten der Form (xx) die Glei-
chung (Vga)(r) = —2(Vg1)(x) gilt (also die zweite Zeile
von ¢'(z) das (—2)-fache der ersten Zeile ist). Der Satz
iiber implizite Funktion garantiert also in diesen Punkten
auch nicht die Auflosbarkeit nach anderen Variablen als
z1 und z4.
(b) Wir versuchen explizit, die Gleichungen
T1T4 — T2T3 = 1, z%Jrngrngrzi =2

nach (z1,x4) als Funktionen von (zs,x3) aufzulésen. Wir
iiberlegen zunichst, dafl x4 # 0 gelten mufl. Ware x4 =

0, so erhielten wir 223 = —1 (also 3 = —1/x2) und
folglich 2 = 2% + 23 + 2% = 23 + 23 + (1/23), also 2% =
2— 23— (1/22)? = —(w3 — 1/22)? <0, was nur fiir 27 = 0

und zo = £1 moglich ist. AuBer den singuléren Punkten
+(0,1,—1,0) enthélt M also keinen Punkt x mit x4 = 0.
Wir nehmen also x4 # 0 an. Die erste Gleichung liefert
dann x; = (1 + zaw3)/x4. Setzt man dies in die zweite
Gleichung ein, so ergibt sich ((1+zqx3)?/2%) + 23 + 23 +
12 = 2 bzw.

rh + (23423 —2) - 23+ (1+z023)® = 0.

Diese Gleichung liefert

O . TN [ T

504:

1
= - (2—1:3—30% + (z2—x3)\/ (v2+23)% — 4) .

Man rechnet nun schnell nach, da8 stets 2—z3—2% > |xo—
xg| + /(z2+x3)? — 4 gilt, sofern die auftretende Wurzel
iiberhaupt definiert ist, was der Fall ist, wenn z3 = x»
oder aber |xo + x3| > 2 gilt. Aus |z + 23] = 2 wiirde
4 = (w3 +23)% = 23 + 2% + 2m023 = (2 — 22 —23) +
2(x1z4 — 1) = —(21 — 24)? und damit ein Widerspruch
folgen. Die Auflosung der Gleichungen g1 (z) = g2(x) =0
nach (z1,x4) als Funktionen von (zq,z3) ist also genau
dann moglich, wenn |z + x| > 2 gilt, und liefert dann (je
nachdem, ob x4 > 0 oder x4 < 0 gilt) die Darstellungen

2—22—22 4 (v9—2x
Ty = i\/ 2 3 (2 3)

(.T2+$3)2 —4

2

Setzt man dies in die Gleichung =1 = (1 + xax3)/z4 ein,
so erhélt man auch x; als Funktion von zo und x3.

Lésung (96.18) Wir definieren F : R**! x R — R
durch

2
F(ag,...,an,x) := ap+ o1z + asz” + -+ apz”

und schreiben p(z) := F(ag,a1,...,an,x) = ap + a1 +
-+ -4apx™. Da ¢ als einfache Nullstelle von p vorausgesetzt
wurde, gelten die Gleichungen 0 = p(§) = F(ao, ..., an, &)
und 0 # p/'(§) = (0F/0x)(ao, - .., an, ). Nach dem Satz
itber implizite Funktion 148t sich daher die Gleichung

Flagy...,an, X) = ap+ a1 X+ +a, X" =0

in einer Umgebung von (ao,...,a,,&) nach X als C°°-
Funktion von («p, ..., a,) auflosen.

Losung (96.19) Wir ergénzen v; := x zu einer Ba-
sis (vi,...,v,) von V und koénnen dann V mit R™ und
End(V) mit R™*™ identifizieren. Die Ableitung von f ist
gegeben durch

, A—)A1 —z g,
F@rA) =179 o o]

wobei ¢, die Evaluation an der Stelle x bezeichnet (also
durch e,(B) := Bz gegeben ist) und wobei 27 = (-, )
gilt. Um den Satz iiber implizite Funktionen anwenden
zu koénnen, miissen wir zeigen, dafl die (n + 1) x (n 4 1)-
Teilmatrix

) {A/\l z]

22T 0



fir (z, A, A) = (zo, N, Ao) invertierbar ist. Unter der an-
gegebenen Identifizierung ist zo = e; = (1,0,...,0)T, und
die erste Spalte der Matrix Ag — AL ist (A — Al)e; =
(Ao — Aey. Fiir A = Ag und = = z ist (x) daher von der
Form

)\0 —A * —1
(%) 0 B 0
2 07 0

mit einer (n — 1) x (n — 1)-Matrix B, fiir die offensichtlich
(Ao — A) det(B) = det(Ap — A1) gilt. Entwickeln zunéchst
nach der letzten Spalte und dann nach der letzten Zeile
zeigt, dafl die Determinante von (%x) gegeben ist durch
2det(B) = 2det(Ag — A\1)/(Ao — A). Fiir A — Xy ergibt
sich dann

Ap— A1
Jim 2. detldo = A1)

AQ—)\Q]. —X0 _
det [ Y Xo—A

2zF 0

und da Ag als einfacher Eigenwert von Ay vorausgesetzt
wurde, ist dieser Wert von Null verschieden. Also hat
die aus den ersten m + 1 Spalten bestehende Teilmatrix
von f'(zo, N, Ag) eine von Null verschiedene Determi-
nante. Nach dem Satz iiber implizite Funktionen ist da-
her die Gleichung f(x, A, A) = 0 in einer Umgebung von
(20, Ao, Ag) durch C*°-Funktionen nach (z, A) auflosbar.

Lésung (96.20) Offensichtlich gilt genau dann a3 —
y> = 0 bzw. 22 = 93, wenn z = y gilt. Die Glei-
chung x = y stellt sowohl = als Funktion von y als auch
y als Funktion von x dar. Fiir g(z,y) = 2% — ¢3 gilt
nun ¢'(z,y) = (322, —3y?) und damit ¢’(0,0) = (0,0).
Der Satz tiber implizite Funktionen garantiert also we-
der die Auflosbarkeit nach x als Funktion von y noch die
Auflsbarkeit nach y als Funktion von x in einer Umge-
bung von (0, 0).

Losung (96.21) Nach Voraussetzung gibt es eine
offene Umgebung U von p in R", eine offene Menge
Q C R" ™ und eine C!'-Funktion f : Q — R™ mit

{zeUlgl@) =0} = {(@. f(2)) 2" €Q}.

Dann gilt g(a/, f(2')) = 0 fiir alle 2’ € Q. Nach der Ket-
tenregel folgt hieraus

dg dg of . _
ox’ (@) ox" () ox’ (@) =0
—— = =

mxd mxXm mxd

fiir alle x = (2/,2"") € U. Schreiben wir A := dg/0x’, B :=
0g/0x" und X := 0f/0x’, so bedeutet dies A+ BX =0
bzw. BX = —A. Also liegt jede Spalte von —A und damit
auch jede Spalte von A selbst im Bild von B, so daf sich
der Rang von B nicht vergréflert, wenn wir die Spalten
von A als zusétzliche Spalten an B anhéngen. Also gilt
rank(B) = rank(A | B) = rank(dg/0z), und das ist die
Behauptung.



