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1 Einleitung

Der Trend der Fahrzeugfiihrung tendiert immer mehr zum selbststandigen Fahren des Fahr-
zeugs. Wahrend neue Assistenzsysteme helfen, die Fahrzeugbedienung flir den Fahrer zu ver-
einfachen, denkt die Automobilindustrie schon weiter. Der Fokus liegt auf der Entwicklung des
autonomen Fahrzeugs, welches die Insassen vom Starten des Systems bis zum gewilinschten
Ziel ohne menschliches Eingreifen beférdert. Damit sich solche autonome Steuerungen und
Regelungen physikalischer GroRen vom Fahrzeug realisieren lassen, missen die Zustands-
groBen der Systeme bekannt sein. In der Regel werden diese GréBen von Sensoren gemes-
sen. Falls dies nur durch einen groBen Aufwand, hohe Kosten oder sogar nicht moglich ist,
mussen diese Zustande beobachtet bzw. rekonstruiert werden. Zur Umsetzung einer solchen
Zustandsschatzung werden haufig die zwei folgenden Methoden verwendet:

* Luenberger-Beobachter und der
* Kalman-Filter.

Basierend auf nicht iterativen Schatzverfahren, sind diese Zustandsschatzungen bei begrenz-
ter Rechenkapazitat echtzeitfahig.

Zunachst wird in dieser Ausarbeitung theoretische Grundlagen, gefolgt von den Ideen der
des Luenberger-Beobachter und des Kalman-Filters erlautert und anschlieBend verglichen.
Schlief3lich wird fiir ein klassisches linearen Einspurmodells eine Zustandsschatzung entwor-
fen und das Verhalten der Schatzungen in Form des Stell- und Storverhaltens verglichen.
Vor- und Nachteile von den einzelnen Zustandsschéatzverfahren werden in einem Resiimee
zusammengefasst.



2 Theoretischer Grundlagen

Dieses Kapitel befasst sich mit der Wiederholung von theoretischen Grundlagen der Vorle-
sung ,Einflhrung in die Kontrolltheorie”, die zum Verstandnis dieser Ausarbeitung von Néten
sind. Es ist wichtig anzumerken, dass die folgenden Abschnitte grundsatzlich zum Auffrischen
bereits vorhandener Vorkenntnisse sind und die wichtigen Punkte von bereits behandelten
Sachgebieten kurz erlautern.

2.1 Gesteuerte Systeme

Um grundlegende Kenntnisse Uber gesteuerte Systeme voraussetzten zu kénnen, definie-
ren wir im folgenden ein solches System, welches durch eine Steuerungsfunktion von auen
beeinflusst werden kann und sich zeitlich durch seine Eigendynamik und der Steuerung in
gewlinschter Weise entwickeln lasst.

Definition 2.1.1. Ein gesteuertes System ist gegeben durch eine Differentialgleichung
x = f(t, x(t)u(t)
mit einer Steuerungsfunktion u, die Eingriffe von auBen in das System modelliert.

In dieser Definition wird t als Zeit, x(t) als die ZustandsgroRe des Systems zur Zeit t sowie
u(t) als den Wert der EinflussgroBe mit den man zur Zeit t in das System eingreifen kann
gedeutet. Prinzipielle Idee eines gesteuerten Systemes ist in Abb. 1 gezeigt: Ein dynamisches
System f(t, x(t), u(t)) wird durch die EingangsgroBe u(t) beeinflusst. Dies wirft nun die Frage

Steuerungsfunktion System
-

u(d) it x(),u(t)

Abbildung 1: Ein gesteuertes System

auf, ob sich ein gegebenes System beliebig steuern lasst. Somit folgt der nachste Abschnitt
die Steuertbarkeit.

2.2 Steuerbarkeit

Definition 2.2.1. Wir betrachten ein System x = f(t, x(t), u(t)) mit u € 11, wobei 1l eine vor-
gegebene Familie zuldssiger Steuerfunktionen sei. Gegeben seien ferner zwei Zeiten s < t,
ein vorgegebener Anfangszustand a und ein gewlinschter Zielzustand z. Das System heif3t
steuerbar von dem Anfangszustand a in den Zielzustand z im Zeitintervall [s, t],wenn es eine
Steuerfunktion u € 1| derart gibt, dass die L6sung x, des Anfangswertproblems

x = f(t,x(t),u(t)), x(s) = a

die Bedingung x,,(t) = z erftllt. Wir nennen das System vollstidndig steuerbar, wenn es zu je
zwei Zustdnden a und z jeder Anfangszeit s eine Zeit t gibt, dass das System im Zeitintervall
[s, t] von a nach z gesteuert werden kann.

Haben wir als Spezialfall ein lineares und zeit invariantes System x = f(t, x(t), u(t)) gegeben,
folgt der Satz Uber die Kalman-Matrix. Mit Hilfe dieser Matrix, lasst sich feststellen ob ein
System steuerbar ist.



Satz 2.2.1. Das lineare System x = f(t, x(t), u(t)) mit konstanten Matrizen A € R™" und B €
R™*M jst genau dann vollstindig steuerbar, wenn die Kalman-Matrix K := [B|AB|A®B|...|A""1B] e
R™("m) den Rang n bzw. vollen Rang hat.

Durch die Kenntnis, ein gegebenes System steuern zu kénnen, fragt man sich nun, ob sich
durch gegebene Messungen an dem System, der Systemzustand rekonstruiert lasst. Die prin-
zipielle Idee ist in Abb. 2 gezeigt: Ein dynamisches System f(t, x(t), y(t)) wird durch eine Steue-
rungsfunktion u(t) beeinflusst und gibt durch eine Beobachtungsfunktion y(t) Informationen
Uber die Systemzustande aus.

Steuerungsfunktion System Beobachtungsfunktion
_—— —_—

u(t) f(t,x(®),u(t) ¥(t)

Abbildung 2: Ein gesteuertes System mit einer Beobachtungsfunktion

2.3 Beobachtbarkeit

Definition 2.3.1. Wir betrachten ein gesteuertes System x = f(t, x(t), u(t)) und eine Beobach-
tungsfunktion y = g(t, x, u), die angibt, welchen Wert eine MessgréRe annimmt, wenn zur Zeit
t eine Messung an dem betrachteten System vorgenommen wird und sich dieses im Zustand
x unter dem Einfluss der Steuergréf3e u befindet. Wir nennen das System

x = f(t,x(t),u(t), y(t) = gt x(t),u(t)

(vollstidndig) beobachtbar im Zeitintervall [s, t], wenn durch die Messwerte y(t) mits < T <t
der Anfangszustand x(s) eindeutig bestimmt ist.

Haben erneut den Spezialfall eines linearen und zeit invarianten Systemes x = f(t, x(t), u(t)),y(t) =
g(t, x(t), u(t)), folgt der Satz tiber die Beobachtbarkeits-Matrix. Mit Hilfe dieser Matrix, lasst
sich feststellen ob ein Beobachtbar ist steuerbar ist.

Satz 2.3.1. Das lineare System x = f(t, x(t), u(t)), y(t) = g(t, x(t), u(t)) mit konstanten Ma-
trizen A€ R™", B e R™™, C e RP*" und D € RPX" st genau dann beobachtbar, wenn die
Beobachtbarkeitsmatrix Sg := [C|CA|CA?|...|CA™1]T e R(™P*" den Rang n bzw. vollen Rang
hat.

Solche Systeme, bei denen die Informationen der Beobachtungsfunktion nicht in die Steue-
rungsfunktion eingespeist werden, bezeichnet man Offene Regelstrecken (,,open-loop-systems”).



Als Spezialfall wird ein lineares und zeit invariantes gesteuertes System geschrieben wie
folgt:

X(t) = Ax(t)+ Bu(t) + w(t)
y(t) = Cx(t)+ Du(t) + v(t)

Als weiterer Spezialfall wird das sogenannte SiSo-System betrachtet ( SiSo = ,,Single input,
single output”). Bei diesem System sind die Steuerfunktion u(t) und y(t) Skalar. Dadurch wer-
den die Matrizen C = ¢, D = d und B = b als Vektoren geschrieben. Es folgt folgende Darstel-
lung:

x(t) = Ax(t)+ bu(t) + w(t)

y(t)= ch(t)+ du(t) + v(t)

2.4 Dualitat zwischen Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit

Durch das Transponieren der Steuerbarkeits und Beobachtbarkeitsmatizen lasst sich zeigen,
dass die Steuerbarkeit (Beobachtbarkeit) des primalen Systemes

aquivalent zur Beobachtbarkeit (Steuerbarkeit) des dualen Systems ist.
xp(t) = ATxp(t) + CTup(t)
yp(t) =BT xp(t)+ D up(t)

Dies wird im folgenden Satz zusammengefasst.

Satz 2.4.1. Das duale System ist genu dann beobachtbar (steuerbar), wenn das primale Sy-
stem steuerbar (beobachtbar) ist.



3 Entwurf eines Beobachters

In diesem Entwurf eines Beobachters wird ein lineares und zeit invariantes gesteuertes Sy-
stem x = Ax(t)+ Bu(t)+ w(t) mit einer linearen Beobachtungsfunktion y(t) = Cx(t)+Du(t)+
v(t) und einer Anfangsbedingung x(tg) = xg beobachtet. Kurz geschrieben als

blLe B[] o=

Die Durchgangsmatrix D = 0, da in unseren betrachteten Systemen keine direkte Verbindung
zwischen der Beobachtungsfunktion und der Steuerung u(t) herrscht. Zunéchst wird davon
Ausgegangen, dass das System ohne Stérungen w(t) = 0 und v(t) = 0 betrachtet wird. Daraus
ergibt sich folgende Kurzschreibweise.

R e M

In Abbildung 3 wird nun die Kernidee eines Beobachters veranschaulicht: Ein gesteuerten
System x, wird durch die Steuerungsfunktion u angeregt und reagiert mit der Beobachtungs-
funktion y. Parallel dazu wird nun ein Modell X simuliert, welches mit der gleichen Steue-
rungsfunktion u beaufschlagt wird. Von diesem Modell wissen wir nun die Ausgéange y und
den Zustand x. Somit haben wir Schitzwerte der Beobachtungsfunktion y und den Zustan-
den des gesteuerten Systemes x. Also ein Modell welches das gesteuerte System beobachtet.

lﬂ%.

System | .,
I
U
Modell -
- 1
S Y

R

Abbildung 3: Parallel geschaltetes Modell zur bekannten Regelstrecke

Vergleichen wir nun das Beobachtungsmodell mit dem gesteuerten System, also die Differenz
zwischen den Beobachtungsfunktionen y(t) und y(t), sowie den Zustanden x(t) und X(t). In der
Regel sind die Anfangsbedingungen nicht kongruent x(tg) = xg # X(tg) = X,. Diese Differenz
konvergiert nur asymptotisch gegen O,

* wenn das Beobachtungsmodell das gesteuerte System genau abbildet,
¢ das gesteuerte System stabil ist und
* wenn es keine weiteren Stérungen in dem gesteuerten System gibt.

Da in der Regel dies nicht der Fall ist, muss man die Abweichung der Beobachtungsfunktionen
y(t) und y(t) unserem Beobachtungsmodell in geeigneter Weise zurlckftihren. Somit kom-
men wir zu unserem ersten Beobachter.



4 Luenberger-Beobachter

Herleitung des Luenberger-Beobachters

Zu dem gegebenen, linearen, zeit invarianten gesteuerten System mit einer Anfangsbedin-
gung und Beobachtungsfunktion,

x.
=
-
=
Il

Ax(t)+ Bu(t), x(tg) = xg
Cx(t)

<

~
~

aJ
Il

wird nun folgendes Modell mit ebenfalls einer gegebenen Anfangsbedingung eingefiihrt:

x>

(t) = AX(t)+ Bu(t), X(tg) = Xo
y(t) = Cx(¢)

x>

Nun soll die Abweichung der Beobachtungsfunktion und unserem Beobachtungsmodell dem
System zurlickgeftihrt werden. Dies wird realisiert, in dem wir an unser Modell eine weiter
Funktion ug(t) additiv hinzufigen.

X(t) = A%(t) + Bu(t) + ug(t)
= Ax(t)+ Bu(t) + L(y(t) - y(t))
= AX(t )+Bu(t)+L(y(t - Cx(1))

= (A-LO)x(t)+ Bu(t) + Ly(t)

L e R™" ist eine Matrix und beschreibt die Verstarkung der Abweichung zwischen y(t) und y.
Weiter wird diese Abweichung als Fehler e geschrieben. Leiten diesen nach der Zeit ab und
setzten unsere Modellgleichungen ein.

e(t)=x(t)-x(1) |

é(t) = (1)~ A(1)
= A(t)x(t) + B(t)u(t)— (A—LC)X(t)+ Bu(t) + Ly(t)
= A(t)x(t) = (A— LC)R(t) + LCx(1)

Dieser Fehler entspricht mit der Anfangsbedingung e(tg) = x(tg) — X(tg) = xg — Xg = €g einer
gewohnlichen Differentialgleichung.

é(t) = (A= LC)e(t) re(to) = g

Der Beobachter arbeitet dann korrekt, wenn fiir beliebige Anfangsbedingung der Fehler fur
t — co gegen O konvergiert, also wenn tlim e(t) = tlim (x(t)— x(t) = O gilt. Daraus schlieBt sich,
—00 —>00
dass die Matrix A—LC stabil sein muss, d.h alle Eigenwerte von A—LC mlssen einen negativen

Realteil haben. Dies kann durch Eigenwertplatzierung realisiert werden.



Eigenwertplatzierung

In diesem Abschnitt wird sich auf eine Eigenwertplatzierung eines SiSo-Systemes beschrankt,
d.h die Modellgleichung lasst sich wie folgt schreiben:
x(t) = Ax(t)+ bu(t)

y()=cTx(t)

Daraus folgt als Beobachtungsmodell

%(t) = (A= Lc)R(t) + bu(t) + Ly(t)

und die gewohnliche Differentialgleichung des Beobachterfehler

é(t)=(A—lcT)e(t)

Berechnung mittel Beobachtungsnormalform

Eine besonders einfache Berechnungsvorschrift folgt, wenn unser System in Beobachtungs-
normalform vorliegt, d.h mit

00 0 -ag
1 O 0 —aj

A=10 1 0 -ap und CT:[O o --- 1].
00 -+ 1 -a,;

Ziel ist es das die Matrix A= A—[cT gewlinschte Eigenwerte aufweist. Aus der Linearen Alge-
bra ist bekannt, dass die Eigenwerte von A die selben sind wie von AT. Also folgt

det(A) = det(A— lgc") = det(AT — cl}) = det(AT).

Nun kann die Ruckfiihrung des Beobachters, die beschrieben wird durch den Vektor

lga
lg,>
lg=1| .
lB,n
gewdahlt werden, dass die Matrix
0 1 0 0
0 0 1 0
A=AT-cl=| : y
0 0 0 1
—ao—ll —al—lz —a2—13 —a,,—l—l,,

die gewiinschten, vorgegebenen Beobachtereigenwerte A;, (i = 1,---, n) aufweist. Nun werden
die Koeffizienten &; des charakteristischen Polynoms aus den vorgegebenen Eigenwerten A;
bestimmt. Daraus folgt mittels Koeffizientenvergleiches die Bestimmung des Vektores [:

T = R A
lB—[ao ay - an—l]_[aO ay - an—l]




Erweiterung auf beliebige Modellform

Liegt das System nicht in Regelungsnormalform, sondern in beliebiger Form vor, so muss man
zunachst eine Zustandstransformation auf Beobachtungsnormalform durchfthren.

xg(t) = T x(t)

Dazu bezeichnet xg(t) eine Vektor in Beobachtungsnormalform und fir die Transformations-
matrix Tg gilt:

sT 1
sTA
TB =
STAn—l
Der Zeilenvektors' =0 0 --- O 1] (BT)~! bezeichnet die letzte Zeile der inversen, trans-

ponierten Beobachtbarkeitsmatrix B. Nun wird eine Zustandsrickflhrung
T T-1
u(t) =—lgxp(t)=—lgTg " x(t)

gewahlt. Daraus folgt
u(t) = —1"x(t)

und somit die Beziehung
lT:[;TB—lz([éo a, - én_l]_[ao a; - an_l])-,-B—l

Aus einsetzten der Transformationsmatrix Tg folgt

<7 <7
- sTA sTA
[ :[ao a; - an—l] : —[ao a; - an—l] :

STAn—l STAn—l

Durch das Caylay-Hamilto-Theorem kann man den zweiten Ausdruck wie folgt schreiben
sT(aOAO +a1A+---+ an_lA”_l) = sT(—A”)

Setzt man dies ein, so folgt daraus die sogenannte ,ACKERMANN-Formel

sTA

STAn—l
- STAn 3

=sT(agl + a1 A+ aA% + -+ 4, 1 A"+ A7)
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5 Kalman Filter

Optimale Zustandsschatzung

Betrachtet wird erneut ein lineares und zeit invariantes gesteuertes System mit einer Beob-
achtungsfunktion. Beim Kalman-Filter werden die stochastischen Stérungen des Systemrau-
schen w(t) und das Messrauschen v(t) mit berticksichtigt. Somit erweiter sich das Zustands-
raummodell zu:

X(t) = Ax(t)+ Bu(t)+ w(t)
y(t) = Cx(t)+ v(t)

Die Interpretation von der unbekannten v(t) is ein Rauschen des System. Es wirkt additiv in
der Beobachtungsfunktion auf den Zustand x(t). Dieses Rauschen ist unerwiinscht , da man
den wahren Wert von x(t) aus der Beobachtungsfunktion erhalten mochte. Die unbekannte
w(t) wird als Storung des System interpretiert. Sie beeinflusst das gesteuerte System. Des-
halb ist es von Interesse, die Wirkung von w(t) schnellst moglich zu erfassen.

Analog zum Beobachtungsfehler des Luenberger-Beobachters ergibt sich der Schatzfehler
zu

é(t) = x(t) — x(t)
= (Ax(t) + Bu(t) + w(t)) - ((A— LC)X(t) + Bu(t) + Ly(t))

= Ax(t)+ Bu(t)+ w(t)— (A-LC)R(t)— Bu(t)— Ly(t)
= Ax(t)+ w(t)— (A-LC)R(t)— Ly(t)
= Ax(t)+ w(t)— (A—LC)X(t) — L(Cx(t) + v(t))

= (A= LC)(x(t) = %(£) + w(t) — Lv(t)

Wie man sieht folgt, dass das Mess- und Systemrauschen den Schatzfehler ebenfalls zum
Rauschen anregen.
Der Unterschied zum Luenberger-Beobachter ist, dass diesmal die optimale Rickfiihrung
L*(t) fur das gesteuerte System gesucht wird, die dann auch als Kalman-Verstarkung K be-
zeichnet wird. Also, eine Schatzung X(t) von x(t) so zu finden, welche den mittleren quadrati-
schen Fehler P(t) minimiert:
P(t) = Cov(e(t), e(t))

= E(e(t)e(t)")

= E((x(t) = 2(0)(x(1) = (1)) )

= Spur(E((x(t) = 2(t)(x(1) - £(1))))
Fur den Anfangszustand x(tg) = xg, das Systemrauschen w(t) und Messrauschen v(t) werden
folgende Bedingungen gefordert:

* der Erwartungswert vom Anfangszustand xq is bekannt E(xg) = mg, sowie die dazuge-
horige Kovarianzmatrix Py = E((xg — %0)(Xo — X))

* Das Messrauschen ist unverzerrt und normalverteilt mit Mittelwert gleich O,
also E(w(t)) = O far alle t. Zudem ist er Zeitlich unkorreliert, das heit E(w(t)w(t)T) =
Cov(w(t), w(t)) = W(t)é(t — 1).

* das Selbe gilt fir das Prozessrauschen v(t), also E(v(t)) = O fiir alle t und E(v(t)v(t)") =
Cov(v(t), v(t)) = V(t)o(t — ).

* die Matrizen W(t) und V(t) sind positiv definit
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* das Messrauschen w(t) und v(t) Prozessrauschen sind unkorreliert, E(w(t)v(t)T) = 0.
* das Messrauschen w(t) und v(t) Prozessrauschen korrelieren nicht mit einem vergan-

gen Zustanden von x(7) fur t > 7, d.h E(w(t)x(7)") = 0 und E(v(t)x(1)") = 0.

Herleitung der Optimale Kalman-Vertsarkung K

Wie bereits erwahnt, erhalt man die Kalman-Verstarkung K, wenn sie so gewahlt wird, dass
der quadratische Mittelwert des Schatzfehler e(t) und somit seine Kovarianzmatrix

P(t) = Cov(e(t), e(t))

minimal wird. Durch die Annahme, dass die Matrizen W und V positiv definit sind und das
gesteuertes System mit der Beobachtungsfunktion beobachtbar ist, wird nun das Minimum
der Kovarianzmatrix P(t) gesucht. Nach Ableiten und einigen Rechenschritten:

P(t)= AP(t)+ P(t)AT + W= P(t)CTV7LCP(t) + (L(t) - P(t)CTV ) V(L(t)- P(t)cTv 1T

>0

P(t) erreicht ein Minimum, wenn die optimale Rickfiihrung L*(t) bzw. Kalman-Verstarkung K(t)
wie folgt gewahlt ist

L*(t)= K(t) = P(t)CT vt

Daraus folgt fiir P(t) eine Matrix-Riccati-Differentialgleichung:

P(t)= AP(t)+ P(t)AT + W—P(t)CTV 1 CP(t)

mit der Anfangsbedingung P(0) = Py = E(e(0)e(0)7) = E(egeg).

Kontinuierliche Kalman-Filter

Durch die Wahl eines zeit-invarianten, beobachtbaren Systemes sind die Matrizen A und C
zeit-invariant und beobachtbar. Ebenso setzen wir die Kovarianz-Matrizen W und V als zeit-
invariant an. Dadurch konvergiert die L6sung der Matrix-Riccati-Differentialgleichung fur be-
liebige, positive-semidefinite P(0) zu einer postiven semi-definiten konstanten Lésung P. Es
folgt, dass die Ableitung wie bei einer Minimumsuche gleich Null gesetzt werden kann. Somit
wird aus der Matrix-Riccati-Differentialggleichung eine algebraische Matrix-Riccati-Gleichung

0=AP+PAT+W-PCTViCP
und daraus folgt eine konstante Kalman-Verstarkung
K=pPCTv

Die Matrix K wird auch Kalman-Gainmatrix bezeichnet.

12



Kontinuierlich-Diskretes Kalman-Filter

Das Problem in der Praxis ist haufig, dass viele reale Systeme durch zeitkontinuierliche Mo-
delle beschrieben werden, doch mit einer zeitdiskreten Beobachtungsfunktion y(t,) gemes-
sen werden. Das bedeutet, dass die Messung nicht kontinuierlich stattfindet, sonder in jedem
Zeitintervall t,. Daraus ergibt sich folgendes Modell:

x(t) = Ax(t)+ Bu(t) + w(t)
y(te) = Cx(te) + v(tk)

Die Idee ist es, eine Prognose des zeit-kontinuierlichen Modells in der Zeit bis zum Zeitpunkt
der Messung durchzuftihren und dann eine Aktualisierung (,,Update”) von der Kalmann-Gain-
matrix und des geschatzten Zustandes vorzunehmen.

Prognose-Schritt Aktualisierung

Die Herleitung beginnt damit, die Zustande x(t) des gesteuerte System vom Zeitpunkt der
tx_1 Messung bis zur nachsten t, Messung zu prognostizieren. Somit folgt aus dem Beobach-
tungsmodell und der Matrix-Riccati-Differentialgleichung

-

—~
~

=
[l

AP(t)+ P(DAT + W= L(t)VL(t)"
= AP(t)+ P()AT + W

da L(t)=0 VYVt € [te_1,t,] gilt. Nun wird folgende Notation eingeftihrt, bei der der erste Indix
den aktuellen Zeitpunkt und der zweite das vorhandene Wissen bis zum Zeitpunkt bezeichnet

X(tg-1) = Rie—1jk-1, P(ti-1) = Pe-1jk-1

Integration zum nachsten Zeitschritt t, mit den Anfangsbedingung Xx_1jx-1, Pc—1|k-1 ergibt

Xilk—-1 = X(ty)

Pk-1 = P(ty)
Als nachstes wird die Aktualisierung folgen, denn in unserer Prognose von X zum Zeipunkt
tx bzw. Xk—1, wird noch nicht die neuste Messung y; bzw. y(t,) berlcksichtigt. Es folgt die

Rickfuhrmatrix L(tk) = L, so zu bestimmen, dass die korrigierte Kovarianzmatrix Py, optimal
wird, also die Berechnung der Kalman-Gainmatrix K(t,) = K.
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Die korrigierte Schatzung Xy ist definiert als Summe der Prognose X1 und eines Korrek-
turterms i, = i(t,). Ublicherweise wird dieser Korrekturterm als Innovation oder Residuum
bezeichnet. Er beschreibt die differenz zwischen der Messung y(t,) und der Beobachtungs-
funktion unseres Beobachtungsmodells zum Zeitpunkt t, mit den vorhanden wissen von t,_j.

Xk = Rigk-1 + Lic(Yk — CRije-1)
= X1 + Li(Cxg + vk = CRyi-1)

Daraus folgt als Schatzfehler:

€xlk = Xk — Xk|k

X = k=1 + Li(Cxp + vie = CRypie—1)
(1 = L O)(xk = Rifk—1) — Lic vic
= (1 - LxC)exr-1 — Livi

Die zu minimierende Kovarianzmatirx sieht dann wie folgt aus, wobei nach Voraussetzung der
Erwartungswert von v, gleich null ist:
Pk|k = E(ek|kekT|k)
= E(((1 - Lk C)exge-1 — Livi) (1 = L C)ewge1 — Livie) )
= E((1 - Ly O)epr-1€41 (1~ Lk O)T = Lviee 1 (1= L O)T)
+ E(Levivy Ly — (1 - Ly C)expo1vi LY)

= (1 - Lk O)E (eyjr-1€4-1 (1 = Lk O) T + LeE(vievyd LY

= (1= L C)P_1 E(L - Lk O) T + L Vil

= Pgk-1 — Lk CPqk-1 — Pj—1 CTL;Z + I—k(CPklk—l c’+ Vt)LIZ—

Um nun die gewilinschte optimale Rickfihrung L} bzw. die Kalman-Gainmatrix K zu erhalten,
muss Analog zum kontinuierlichen Fall die Spur von B bezlglich L, minimiert werden.

Jd
ET

Dazu benétigen wir folgende Matrix-ldentitaten. Die Matrizen A und X mit geeigneter Grof3e
seien beliebig:

ispur(XAxT) = X(AT + A),

oX
9 s (XA)= AT
—Spur =
axP
9 Spur(AXT) = A
——Spur =
axP
Mit diesen Matrix-Identitaten lasst sich das Minimierungspproblem wie folgt schreiben:
J J T T T T
57— = 5 (Pak=1 = Lk CPgk=1 = Pk=1C " Ly + Li(CPg-1 C* + Vi) L)
dL,  dLy

= _(CPklk—l)T = Pek-1 c’+ Lk((CPklk—l c’+ Vt)T + (CPklk—l T+ Vi)
= —Pic1 CT = Pacr CT + L(CP ., CT + V| + CPy1 CT + V)
= —Pik-1CT = Pgp1 CT + Li(CP_1 CT + Vi + CPq_1 CT + V4)

= 2P 1CT + 2L (CPy_1CT +V;) =0
= Lg=Pg-1CT(CPy-1CT + Vo) =K,

14



Somit haben wir die gewlinschte Form unserer Geinmatrix Kj

Ki = Pgk-1CT(CP-1 CT+ Vo)™

Durch Einsetzung der Gainmatrix in die Gleichung der Kovarianzmatrix P liefert die aktuali-
sierte finale Form.
Ptk = Petk-1 = Kk CPegi-1 = P12 CT K+ Kie(CPai-1 CT + ViKY,
= Pegk1 = Pak1 CT(CPa_1 €T + Vi) 1 CPei1 = Pagre1 C T (Pee1 €T (CPgr CT+ V) ™) T
+ Pk-1 CT(CP1 €T+ Vo) ™ (CPi1 €T+ Vi)(Pege-1 CT(CPg1 €T+ Vi) ™) T
= Pegk1 = Pak1 CT(CP_1 CT + Vi) 1 CPei1
= Pk—1 — Kk CPqk—-1
= (1 - Kk C)Pqi—1

Somit erhélt man schliefdlich die Gleichung fiir die Aktualisierung der Fehlerkovarianzmatrix
'Dk|k:

Pujk = (1 = K C) Pjie—1

Nun wurde die Prognose sowie die Aktualisierung eingeftihrt. In der Ab. 4 wird eine schemati-
sche Darstellung der einzelnen Schritte des kontinuierlich-diskretes Kalman-Filters gezeigt.

/ Aktualisierung\

(1) Kalman-Gainmatrix berechnen

Prognose Ky = Pt CT(CPpt €T+ V)

(1)Prognose des Zustandsvektors

i = AR(E) + Bu(t) (2) Update der Schatzung

Rk = Rie-1 T Ke(¥e — CRige-1)
(2)Prognose der Kovarianzmatrix

; T
P(t)= AP(t)+ P(DA" + W (3)Aktualisierung der Fehlerkovarianz

Few = (1 — K C)Riq

N A

Anfangswert %,_y und F,_,

Abbildung 4: Schematische Darstellung des Algorithmus eines kontinuierlich-diskretes
Kalman-Filtern
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6 Gedampfter Harmonischer Oszillator

System ohne System- und Messrauschen

In dieser Ausarbeitung wird die Beobachtung eines gedampften harmonischen Oszillator durch-
gefiihrt. Die Bewegungsgleichung lautet

X(t)+ rx(t) + wox(t) =0

. Daraus folgt die Betrachtung folgendes Differentialgleichung-Systemes:

x(t) = [ 9 1]x<t>

Wo r

y=[0 1]x(t)

Zunachst wird der Luenberger-Beobachter benutzt, da noch keine Stérungen auf das System
wirken. Durch den MATLAB-Befehl acker(A’, ¢, P) kann die Riickfiihrungsverstarkung [ berech-
net werden. Die Vektor P entspricht dabei, den gewlinschten Eigenwerten.

Zu Veranschaulichung werden je Beobachtungen mit 2 verschiedenen Anfangswerten X(tg) =
[0 0](Linke Spalte) und X(tg) = [1 1](Rechte Spalte), sowie 3 verschiedenen gesetzten Ei-
genwerten betrachte. In der Ersten Reihe haben beide Graphiken die Rickflihrungsverstar-
kung [ =5-eig(A). In der Zweiten Reihe ist [ = 10-eig(A) und in der dritten Reihe [ = 50-eig(A).

Wie sich leicht erkennen lasst konvergiert der Beobachter X(t) umso schneller gegen x(t), je
hoher die Rickfuhrungsverstarkung gewéhlt wird. Selbst mit verschiedenen Anfangsbedin-
gung konvergiert er ebenfalls gegen unser System.
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System mit System- und Messrauschen
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