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week9a: Kapitel 5.3: Die Maximum Likelihood Methode
fiir den Ornstein-Uhlenbeck Prozess

Beispiel 3 (OU-Prozess): Wir diskretisieren das Zeitintervall [0, 7] mit einem At geméss
0,7] =~ {0,At,2At,--- ,nAt} = {to,t1,l2,-+ ,tn =T}

mit ¢, = kAt und Zeithorizont T = t,, = nAt. Ein zeitdiskreter Ornstein-Uhlenbeck oder
kurz OU-Prozess {x, }}_, war dann gegeben durch die stochastische Rekursion

xy, = Ty, + k(p—xy )AL + oV AL (1)

mit standard-normalverteilten Zufallszahlen ¢, und einem deterministisch vorgegebenen
Startwert x;, = xo, etwa xg = p. Mit den Abkiirzungen

a = 1 — kAt
B K At
n = oVAt

ist das dann aquivalent zu der folgenden Rekursionsvorschrift:

Ty, = axy , + B+ N (2)

Schauen wir uns zunachst mal ein paar Pfade an:

100 OU-Pfade, (kappa,T)=(1,1), 2-sigma-Intervallin schwarz
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100 OU-Pfade fiir (k,7) = (1,1) und p =5 und 0 =1



100 OU-Pfade, (kappa,T)=(1,10), 2-sigma-Intervallin schwarz
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Zeitt

100 OU-Pfade fiir (k,T) = (1,10) und g =5 und 0 =1

100 OU-Pfade, (kappa,T)=(10,1), 2-sigma-Intervall in schwarz

Zeitt

100 OU-Pfade fiir (k,7) = (10,1) und g =5 und 0 =1

Auf dem Ubungsblatt 7 haben wir in der zweiten Aufgabe gezeigt, dass E[x;,] = p falls 2o = p
gewahlt wird, und dass im Limes At — 0

2

Vizy,] = £ (1 — e 2h) (3)

2K

gilt. Die schwarzen Kurven in den Bildern sind dann gegeben durch due Ausdriicke

2-Sigma-Intervall = E[z, | £ 24/ V[zy,|] = p * 2\/% (1 _ e—zm) (4)

Das ‘Sigma’ in ‘2-Sigma-Intervall” bezieht sich also nicht auf den Modellparameter o, son-
dern das meint einfach 2 mal Standardabweichung und das Wort ‘Standardabweichung’ wird
mitunter auch einfach durch das Wort ‘Sigma’ abgekiirzt.



Zuriick zum eigentlichen Problem: Wir haben Zeitreihendaten {z;, }7_,, die mit Hilfe eines
OU-Prozesses generiert worden sind, wir kennen aber die Parameter (k,u, o) oder (a, 5,7)
nicht und wir mochten sie aus den Zeitreihendaten zuriickgewinnen, wie konnen wir das
machen?

Losung 3: Wenn xz;, , gegeben ist, ist geméss Gleichung (2) das z;, normalverteilt mit
Mittelwert ax;, , 4+ 8 und Standardabweichung 7. Die W'keit, dass sich das z;, in einem
Intervall [Z,, Ty, + dZ, ) realisieren tut, bei bekanntem z;, |, ist also gegeben durch

1 (@4), — lawy, _ +8))>

e 202 dx
\/ 2mn? &

PrOb[xtk € [i‘tkv jtk + d'fjtk) ‘ xtk*l ] =

Durch wiederholte Anwendung von
Prob| AN B] = Prob| A| B] x Prob[ B|

bekommen wir dann

Prob Ty, € [‘%tnv j:tn + di‘tn) » Ty € [C’Eltn717i‘tn71 + d‘%tnfl)7 T, Ty € [‘%th%H + djt1)i|
= Prob|z, € [T4,, T4, + dT,) ‘ Tty € [Tty Ty +dTt, 1), o, Ty € [Ty, Ty + diftl)]
x Prob L, _q € [i’tn_l, i‘tn—l + d(’it”_l), ey, Ty € [i)tlaj'tl -+ dii’tl)]
= Prob Ty, € [‘fz‘tn7jtn + djtn) ‘ T,y € [i‘tn717 ‘%tnfl + d'i‘t’VLfl)’ Ty Xy € [jtlﬂ%tl + di‘tl)]
X Prob Ty, 1 € ['i‘tn717 j157171 + d””’itnfl) ‘ T,y € [j’tn727 jtn72 + d'%tn72) y s Ty € [jt1>:it1 + djtl)i|
x Prob Ltp_o € [jétn_ga i‘tn_z + ditn_g) y oty Ty € [jitlaj}tl + diitl)]

und wenn wir das immer so weiter machen

PrOb[f’?tn € [Ty, Ty, +dTs,), T4,y € [T, 1y Tty +dTy, ), -+, Ty € [Ty, Ty + ditl)}

I
=

PrOb[wtk € [‘%tk’ ‘%tk + djjtk) Ty, € ['%tk—l’i'tk—l + dijtkﬂ) y o, Ty € [itv jjt1 + dfh)}
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1 (itk*[aitk71+ﬁ])2
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Fir die z;, konnen wir wieder die realisierten Zeitreihendaten einsetzen und erhalten so wieder
eine Funktion, die nur von den Modell-Parametern (o, 3,7) abhéngt, das ist dann also wieder
die Likelihood-Funktion:

n

1 1 2y n
L(a, B,m) = @mR) 2 eXP{—Q—nQ ;(’Itk — lowy,_, +6]) } kl;lld$tk
oder

1 n
logL = —nlogn — 2P (w4, — [azy, +5])2 + const = logL(«, 3,7)
k=1



mit der Konstanten

const = —glog(%r) + log i drxy,
k=1

Wir maximieren log L. Dazu berechnen wir wieder den Gradienten und setzen den gleich 0.

Wir haben
0 1 — |
B logL = + F ;(a:tk — [axy,_, + f] ) Ty, 0
1 n
—log . = — — = 0
95 og + p ;(:ctk lazy, , + B])
(9 n 1 - 2 |
—logL = —— + — - =0
877 0og n + 773 kzl(xtk [axtk—l + ﬁ])
oder
k=1 k=1 k=1
ad w, +fn = ) m,
k=1 k=1
und
9 1 — 2
no= EZ(%k — lawy,, +0])

k=1
Die ersten beiden Gleichungen sind ein lineares Gleichungssystem der Form
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oder, wenn wir jetzt wieder Hiite nehmen, da wir Schétzer (&, B, n) fir die Modellparameter
(a, 8, 7) haben,

OAéML = n ZZ:l Lty_y Tty — 2221 Lty,_y ZZ:l Ty, (5)

2
n ZZ:I ‘r%k71 - ( ZZ:I xtkfl )

ML — p)
n ZZ:I xt2k71 - ( ZZ:I xtk*l )

und damit dann
~9 ~ A 2
T = (xtk - [aML Ty, + BML} ) (7)

und konnen dann gemass

. 1 — i,
fr— _— 8
RML N ( )
N Io4 BML
= —_— = _— 9
HL kAL 1— dML ( )
= _ "ML 10
0“ML —2 ‘ ( )

die Modell-Parameter (k, i1, o) berechnen.

Okay, schauen wir uns mal an, wie gut das so hinkommt. Wir betrachten wieder die 3 Falle

(k,T) = (1,10)
(v, T) = (10,1) (11)
(k,T) = (1,1)

und lassen das p und das o fest auf den Werten

po= 9
c =1

Fiir jeden Fall in (11) simulieren wir jeweils N = 10000 Pfade und fiir jeden Pfad berechnen
wir dann die Modellparameter geméss der obigen Formeln fiir (#, 1, 6). Wir wollen ebenfalls
die Abhangigkeit der Resultate von der Anzahl n der Zeitreihendaten untersuchen. Dazu
wahlen wir zu gegebenen Zeithorizont 1" das At so, dass wir einmal n = 1000 Zeitreihendaten
bekommen und zum anderen n = 10000 Zeitreihendaten. Also konkret, fiir 7" = 1 wahlen wir

1 1
Fir 71 are {1
1000 © 10000

und fir 7 = 10 wahlen wir

11
Fiir T = 10: At {——}
b 0 € 1100 1000
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Wir bekommen dann die folgenden Resultate:

Fir (k,T) = (1, 10)

Histogram of hkappa

pw=>550c=1

Histogram of hmu
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# (kappa,T) = (1,10)

# Mit n=1000 Zeitreihendaten:

> dt = @.01
> summary (hkappa)

Min. 1st Qu. Median
0.1400 ©.9893 1.3314
> summary(hmu)

Min. 1st Qu. Median

3.683 4.787 5.ee5
> summary(hsigma)

Min. 1st Qu. Median

0.9132 ©.9839 0.9988

Mean
1.4410

Mean
5.000

Mean
©.9989

# Mit n=1@eee Zeitreihendaten:

> dt = 9.001
> summary(hkappa)
Min. 1st Qu. Median
0.1671 1.ee6l 1.3479
> summary(hmu)
Min. 1st Qu.
3.803 4.783
> summary(hsigma)
Min. 1st Qu. Median
©.9692 ©.9951 1.0000

Median
4,994

Mean
1.4525

Mean
4,993

Mean
0.9999

3rd Qu.
1.7764

3rd Qu.
5.207

3rd Qu.
1.0140

3rd Qu.
1.7827

3rd Qu.
5.206

3rd Qu.
1.0047
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(R, f1,0) fiir n = 1000 (obere Zeile) und n = 10000 (untere
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Zeile) Zeitreihendaten

Max.
5.6373

Max.
6.583

Max.
l.0821

Max.
5.2717

Max.
6.187

Max.
1.0250
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Fir (k,T) = (10,1): p=5,0=1

Histogram of hkappa Histogram of hmu Histogram of hsigma
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(R, f1,0) fiir n = 1000 (obere Zeile) und n = 10000 (untere Zeile) Zeitreihendaten

# (kappa,T) = (10,1)
# Mit n=100@ Zeitreihendaten:

> dt = 9.001
> summary(hkappa)
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
2.108 1©.020 13.548 14.612 18.076 48.466
> summary (hmu)
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max .
4.570 4.935 5.e01 5.000 5.e67 5.456
> summary(hsigma)
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
©.9136 ©.9833 ©.9983 ©.9983 1.0137 1.0855

# Mit n=10000 Zeitreihendaten:

> dt = @.0001
> summary(hkappa)
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
1.759 10.013 13.461 14.521 17.887 58.886
> summary (hmu)
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max .
4.589 4.932 4.999 4.999 5.865 5.371
> summary(hsigma)
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
©.9689 ©.9951 ©.9999 ©.9999 1.0046 1.0255




Fir (k,T) = (1,1):
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(R, f1,0) fiir n = 1000 (obere Zeile) und n = 10000 (untere Zeile) Zeitreihendaten

# (kappa,T) = (1,1)
# Mit n=1000 Zeitreihendaten:

> dt = 9.001
> summary(hkappa)
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
-3.e41 3.198 5.528 6.515 8.751 42.654
> summary(hmu)

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
-470.238 4.632 5.ees 4.863 5.374 137.887
> summary(hsigma)

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
0.9256 ©.9825 0©.9977 ©.9978 1.0126 1.0776

# Mit n=10000 Zeitreihendaten:

> dt = 9.9001
> summary(hkappa)
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
-3.041 3.172 5.513 6.509 8.723 42.212
> summary(hmu)

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
-425.271 4.633 4.997 4.924 5.378 173.752
> summary(hsigma)

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max .
9.9736 ©.9951 ©.9999 ©.9999 1.0047 1.0264

1.10



Beobachtungen: Halten wir vielleicht noch die folgenden Beobachtungen fest:

(i) Fir (x,T) = (1,1) wird der Schétzer fiir das x sehr schlecht. Auch die Summary-
Daten fiir das i sehen nicht sehr schon aus. Das wird daran liegen, dass fiir Kk = 1
der Zeithorizont T" = 1 zu klein ist, als dass die Pfade das ‘Mean-Reversion-Regime’
erreichen konnen, das wére der Bereich, in dem das 2-Sigma-Intervall durch horizontale
Linien gegeben ist, und nicht durch eine Parabel.

(ii) In allen 3 Fillen sind die Histogramme fiir # und /i im wesentlichen unabhéngig von der
Anzahl n der Zeitreihendaten, wohingegen der Schéatzer fiir das ¢ immer genauer wird
mit wachsendem n. Der Schétzer & ist konsistent, seine Varianz geht nach 0 wenn mehr
Daten benutzt werden, aber die Schétzer £ und fi sind nicht konsistent, ihre Varianzen
gehen nicht nach 0, wenn die Anzahl n der Zeitreihendaten nach unendlich geht (sofern
der Zeithorizont T festgehalten wird). Dieses Verhalten werden wir im Kapitel 7.3
genauer verstehen konnen, wo wir mit der Cramer-Rao Abschatzung eine allgemeine
untere Schranke fiir die Varianzen von erwartungstreuen Schétzern angeben konnen.
Die Schatzer 6 und [i scheinen erwartungstreu zu sein, aber das & ist sicherlich nicht
erwartungstreu.

Wir wollen uns den Satz “Das wird daran liegen, dass fiir k = 1 der Zeithorizont T' = 1 zu klein
ist, als dass die Pfade das ‘Mean-Reversion-Regime’ erreichen konnen” aus der Beobachtung
(i) noch an Hand von 2 Bildern verdeutlichen: Dazu halten wir die Parameter (p, o) = (5,1)
wieder fest und variieren das x und das T'. Fiir festes 1" generieren wir jeweils 50 Pfade mit
k=1 und 50 Pfade mit x = 0. Fiir k = 0 lautet die Rekursionsvorschrift einfach

" = xy, + &(p—xy )AL + oV AL G

3
|

5:0720:1 2, + /_Atgbk

und wird gel6st von
k
m, = VALY ¢, (12)
j=1

Diese Summe von standard-normalverteilten Zufallszahlen mit dem Skalierungsfaktor v/At
wird auch als eine Brownsche Bewegung bezeichnet (in diskreter Zeit). In den folgenden
beiden Diagrammen vergleichen wir jeweils 50 Pfade einer Brownschen Bewegung, in schwarz,
mit 50 OU-Pfaden, in rot. Dabei wurden jeweils dieselben {¢;}}_, benutzt:



OU-Prozess vs Br ian Motion (kappa=0) auf dem Zeitintervall [0,1]
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50 OU-Pfade mit x = 1 und ¢ =1 (in rot) und 50 Brownsche Bewegungen (in schwarz)
auf [0,7]=10,1]

OU-Prozess vs Brownian Motion (kappa=0) auf dem Zeitintervall [0,10]
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50 OU-Pfade mit x = 1 und o =1 (in rot) und 50 Brownsche Bewegungen (in schwarz)
auf [0,7]=1[0,10]

Fiir kleinere t;’s sind also OU-Pfade mit x = 1 und OU-Pfade mit x = 0, das sind dann
Brownsche Bewegungen, nicht sehr verschieden und dann ist es natiirlich nicht erstaunlich,
dass, was immer man fiir eine statistische Methode auch nimmt, das s nicht sehr gut identi-
fiziert werden kann, die Daten sind ganz einfach nicht sensitiv genug beziiglich einer Variation
von kK.

Die Bilder und Diagramme aus dieser Veranstaltung werden wir dann in der nachsten Ver-
anstaltung konkret in R reproduzieren.



