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weekba: Kapitel 3.1: Von der Normalverteilung abgeleitete Verteilungen:
Die t-, F- und die Chi-Quadrat Verteilung, Teill

3.1.1 Erinnerung Analysis II: Essei f:R"™ — R eine beliebige Funktion und

v (o) = g = e

mit
!

g € S = {zeR"| |z]|=1}

Dann gilt:

[ Sy = /0 h fs fra') d') rtdr (1)

wobei d§2(z") das Oberfdchenmass auf der n—1 dimensionalen Einheitssphére ist. Die konkrete
Form von d€2(z’) hingt davon ab, wie man S,,_; mit n—1 Parametern parametrisieren tut, das
ist fiir uns im folgenden aber nicht relevant, da wir nur die folgende Gleichung (2) bené&tigen,
den Spezialfall von (1) fiir rotationssymmetrische Funktionen:

Es sei f:R™ — R rotationssymmetrisch, das heisst, wir konnen das f schreiben als
fle) = for) = F(ll«l)
mit einem f: R — R . Dann folgt aus Gleichung (1) die folgende Gleichung
flz)d"x = wn/ f(r)yrm=tdr (2)
R7 0

wobel

Wy = / dQ(x')
Snfl

die Oberfliche der n-dimensionalen Einheitskugel ist. Als warm-up Ubung fiir die folgenden
Rechnungen wollen wir zunéchst in dem folgendem Lemma mit Hilfe von Gleichung (2) das
Volumen 7,, und die Oberfliche w,, der n-dimensionalen Einheitskugel berechnen:

Lemma 3.1.2: Es sei

K, = {zeR"| |z <1}



die n-dimensionale Einheitskugel und 7,, sei das Volumen von K,

Tp = / d"z

Wp = NT, (3)

Dann gilt:

und

Tn

Gy ) Y

wobei das letzte Gleichheitszeichen nur fiir gerade n gilt.

Beweis: Mit Hilfe von Gleichung (2) kénnen wir schreiben:
Ji, d"x

Jen X2l < 1) d"z

= wnfolx(r <1)rlar

Tn

—
~

rmo |1
wnn|0
Wn
n

also n7, = w, . Das w, konnen wir jetzt folgendermassen berechnen, wieder mit Hilfe von
Gleichung (2): Zunéchst mal gilt

—%dﬂﬁ -1
Re Ver ’

die Flache unter der Gauss’schen Glockenkurve ist 1. Wir kénnen jetzt schreiben

] = 1x1x---x1
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Wir kénnen Formel (2) anwenden und bekommen

o0 1"2
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™
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Das konnen wir nach w,, auflosen und erhalten

5 7 7 T
Wp = P = N " oy = N -
r'(s) 57(3) r(5+1)
Damit ist das Lemma bewiesen. B

Wir kommen jetzt zum Hauptresultat dieses Kapitels, das ist der néchste Satz.

Theorem 3.1.3: Es seien

¢07¢17¢27”'7¢n

unabhéangige, standard-normalverteilte Zufallszahlen. Dann gilt

a)

Cb% + ¢§ + -+ gbi € Xi , st X,% verteilt
b)

Po

————— € I, Iisti, verteilt
[ dit+ed
) n

¢34+ 7
—_r F, ist Iy, ¢ verteilt
P € Fre, k.t
¢

a)

Das heisst genauer: Fiir eine beliebige Funktion f:R — R gilt:

n) He? o = / F) vy (y) dy
J=1 0
b)
¢O n % de &
/Rn+1f( [ 34402 ]1:[06 \/ﬁ - _oof(y>ptn<y) dy
c)
¢+ +o3 -
/ Py B %oy
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mit den Dichten

a)
Pa(y) = e x y2r e

mit der Konstanten

Cp =
22 (%)
b)
1
P (y) = ¢ X —
(+2)7
mit der Konstanten
r(et)

yz !
PR, (YY) = cre X NG
(1+%y)?
mit der Konstanten
_ (k)5 (Y
e = (6)° wmi

Dabei sind &, ¢ und n natiirliche Zahlen grosser oder gleich 1.

Beweis: Wir beweisen die Teile (a) und (b) und in der néchsten Veranstaltung dann noch
den Teil (c):

a) Mit Formel (2) bekommen wir

n 7 o0
2 2 =L d¢; wn, 2 n—1
44 e 3 = - ri)e 2 " dr
Wn > _¥y n_qg
- (2@’5/0 fly)e 2yt
also ist
Dy2 (y> = Cp X y% ! 6_%
mit
P LA TANC )
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b) Wir wenden wieder die Formel (2) an:

®o _Boage 9 a4,
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Wir eliminieren ¢y durch die Substitution

G0 =TY

und erhalten

¢0 > j) doo no 5 des
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Damit sind die Teile (a) und (b) bewiesen, Teil (c) machen wir noch in der néchsten Ver-
anstaltung. W



