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week3b: Kapitel 2.2: Der zentrale Grenzwertsatz

Wir betrachten eine Folge von unabhangigen und identisch verteilten Zufallsvariablen
X17X27 7X'n,
2

mit Mittelwert © und Varianz o~,

EX:] = p Vi
V[Xl] == O'2 W)
Die X; konnen diskrete Zufallszahlen sein, etwa mit Werten in den natiirlichen Zahlen, oder

auch kontinuierliche Zufallszahlen, mit Werten in R. Machen wir kurz zwei Beispiele, auf die
der zentralen Grenzwertsatz dann angewendet werden kann, bevor wir den Satz formulieren:

Beispiel 2.2.2: a) Diskrete Verteilung: Eine Zufallsvariable oder Zufallszahl X heisst
Poisson verteilt mit Parameter A\, wenn X nur Werte in den natiirlichen Zahlen (mit Null)
annehmen kann, und das mit den folgenden Wahrscheinlichkeiten:

Prob[X =k] = e = p(k), k=012,
Der Erwartungswert von X ist dann gegeben durch

Z k x Prob[X = k| = Zk x pa(k) UeBlatt3

Und fiir die Varianz findet man

VIX] = E[(X-E[X])’] = E[X? - E[x]’
= Z k* x Prob[X — M Z k2 x py(k) — A2 UeBlatt3
k=1

b) Kontinuierliche Verteilung: Eine Zufallsvariable oder Zufallszahl X heisst auf dem
Intervall [a,b] gleichverteilt oder uniform verteilt, wenn X jede reelle Zahl zwischen a und b
mit gleicher Wahrscheinlichkeit annehmen kann®,

Prob[ X € [z,z +dz)] = 7 x(a<z<b)dr = puy(z)ds

1 falls A = true

Ly ist die Indikator-Funkti ben durch y(A) := .
X ist die Indikator-Funktion gegeben durch x(A) {O falls A — false



Der Erwartungswert von X ist dann gegeben durch
E[X] = [paxProb|X €z, z+da)] = [ydvzp(z) =
Und fiir die Varianz findet man
VIX] = E[(X —E[X]?] = E[X? - E[X]?

a+b)? atb)2
= fR xQXProb[XE[x,x—l—dx)} — % = fRd$fL’2Pa,b($) _ %
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Bemerkung 2.2.3: Fir den zentralen Grenzwertsatz ist es unerheblich, ob wir diskrete
oder kontinuierliche Zufallsvariablen haben, wir werden nur die folgenden allgemeinen Eigen-
schaften von Erwartungswert und Varianz benutzen:

E[X1+"'+Xn] = E[X1]+"'+E[Xn] = nu

und

VX, 4+ X,] — VI[Y e, Xk
= Cov|[ > or_, Xi, Sopy Xo]
— > i1 Cov | X, Xy]
X, unabhiingie S Cov[ Xy, X
= ZZ:lV[Xk]
2

= no

Dabei erinnern wir uns noch einmal kurz an die Definition der Kovarianz von zwei Zufallsvari-

ablen X und Y:
Cov[X.Y] = E[(X —E[X])(Y —E[Y])]
Fir unabhéngige Zufallsvariablen X und Y gilt dann

Cov[X,Y] = E[(X —EX])(Y —E[Y])]

E[(X —E[X])] x E[(Y —E[Y])]

- (E[x] —E[X])(E[Y] —E[Y]) = O



Fiir eine Folge von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen
X1, Xo, oo, X,
mit Mittelwert g und Varianz o2,
EX:] = n Vi
VIX;] = o* Vi

definieren wir die Summe S,, und den Mittelwert mit M,, durch

Sp = ZZ:le
M, = %ZZ:le

Wir haben dann also

ElS.] = nu
V[S,] = no?
und
E(M,) = E[15,] = LE[S5,] = 2 = 4
VML = V[;8.] = mV[s] = % = %
Insbesondere,

lim V[M,] = 0

n—o0

Mit der Tschebyscheft’schen Ungleichung

Prob| | M, —E[M,]| >¢| <

folgt dann das Gesetz der grossen Zahlen, das sagt gerade, dass die Mittelwerte M, gegen
das p konvergieren miissen,

M, "= EM,)) = u .

Wir betrachten die normierten oder standardisierten Zufallsvariablen

Ly =

Z, =

Wir haben dann




die beiden Sachen sind also identisch, wir konnen beides mit Z,, bezeichnen und brauchen
kein Z,,. Wir konnen das Z,, dann auch folgendermassen schreiben:

Sp —np

z, = 2rn_ K (1)
no?
n o
o 1 Xl_,u n — M
N \/ﬁ{ o T, }

mit der Abkiirzung

IRl e 5.9 ®)

Die Y; sind dann unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvariablen mit Erwartungswert 0 und
Varianz 1,

E[
VI

] =0 Vi
| =1 ¥

ey

Waren die Y] jetzt normalverteilt, dann ware nach Theorem 2.2.1 vom letzten Mal das Z,, fiir
jedes feste n ebenfalls eine standard-normalverteilte Zufallsvariable. Fiir beliebige Verteilun-
gen ist das natiirlich nicht mehr der Fall. Wenn man aber den Limes fiir grosse n betrachtet,
bekommt man nédherungsweise standard-normalverteilte Zufallsgrossen, das ist jetzt die Aus-
sage des zentralen Grenzwertsatzes:

Theorem 2.2.4 (Zentraler Grenzwertsatz): Es seien Xp,---, X, eine Folge von un-
abhéangigen, identisch verteilten Zufallsvariablen mit Erwartungswert p und Standardab-
weichung ¢ und die normierten oder standardisierten Zufallsgrossen Z,, seien gegeben durch
die Gleichungen (1) oder (2,3) von oben. Dann gilt: Im Limes n — oo sind die Z,, standard-
normalverteilt. Das heisst genauer, fiir ein beliebiges f: R — R gilt:

2

lim E[ f(Z,)] = /Rf(z) T (4)

ﬁ

n—o0

Beweis: ..machen wir nachste Woche.



Mit Hilfe des zentralen Grenzwertsatzes lasst sich zum Beispiel die Stirlingsche Formel be-
weisen, das ist die folgende Aussage:

|
lim ————— = 1

o (2)”

Fiir grosse n kann man also Fakultaten approximieren durch
n! ~ 2mn (%)n

Das schauen wir uns dann auf dem neuen Ubungsblatt an.



