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week3a: Kapitel 2.2: Der zentrale Grenzwertsatz, Teill

Wir wollen zunachst in dem folgenden Theorem beweisen, dass die Summe von n nor-
malverteilten Zufallszahlen oder Zufallsvariablen wieder normalverteilt ist. Dazu brauchen
wir das Integral aus dem Theorem 2.1.4, was wir letztes Mal noch nicht bewiesen hatten.
Dann:

Theorem 2.2.1: Esseien ¢, ¢o, -+, ¢, normalverteilte Zufallsvariablen mit Mittelwer-
ten py, po, -+, up und Standardabweichungen oy, 05, ---, 0, Dann gilt: Die Summe

¢ = 1t Pt A+ O
ist normalverteilt mit Mittelwert

po= g+ pp e A (1)
und Varianz

oF = oftoy+ o+ o, (2)
oder Standardabweichung

o = {of—l—a;—l— +0i}1/2

Das heisst genauer, fiir eine beliebige Funktion f:R — R gilt

n ,M i =2 g
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mit ¢ und o2 gegeben durch (1) und (2).

Beweis: Wir substituieren
Yi = i —
= Gi = Y+

und auf der rechten Seite von (3) y := ¢ — u oder ¢ = y + u. Gleichung (3) ist dann
aquivalent zu

2
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oder, mit der Abkiirzung f(y) = fly+p),

Yk 2
7 T 22 _d 7 -4 d
Rnf(y1+"'+yn) k1;162%—/;:—0i = /Rf<y>e262\/27?:02

Die Giiltigkeit von (4) kénnen wir folgendermassen verifizieren: Wir substituieren

1 = U
Ty = Y1 +Y = T1+Y2
T3 = Y1+ Ytys = T2+Y3
Tp = y1+y2++yn—1+yn - xn—l_l'yn
oder
Yy = 1
Y2 = T2 —T1
Ys = T3 — T2
Y = Tp — Tp-—1

Wir haben dann
dyy - - dy, = det[g—z] dxy---dx,

mit der Funktionaldeterminante

— V.yi —
det[%} = det :

- vxyn

1 0 0
= det L

0 00

0O 0 -1 1
= 1

Damit bekommen wir fiir die linke Seite von (4)

~ n —Lé d ~ n _M d
[ A S e = [ e B

wobei wir wegen y; = x1 die Definition

Zo = 0



machen, dann gilt die Gleichung y, = x; — x;_1 auch fiir £ = 1. Wir erinnern uns an die

Notation aus dem Theorem 2.1.4 vom letzten Mal,

(z—op_1)>

Pag(ﬂﬁk, mk—1) = o2 e k
k

und erhalten aus (5)
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ot = [ ) [ o) de
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= /dﬂﬁn f(xn) /dl‘n—l pa%(xn’xn—l) X X /d% pgg($27$1) pﬁ(xl,l‘o) (6)
R R R

Die Integrationsvariablen zy, xs, - - - , x,_1 auf der rechten Seite von (6) konnen wir jetzt mit

Hilfe des Theorems 2.1.4 vom letzten Mal ausintegrieren. Wir haben etwa

/ dxl po‘% (x% I‘l) po% (.7517 ZL'()) = pangU% (.7}'2, xO)
R

und bekommen dann
Fluyp 4+ -« - + " ﬁ e 20% 9k
f(yl Y ) P \/@

_ /R de,, F(an)

—

== /dxn f(mn) /dxnl pa%(xnvznfl) XKoo X /de pag(x3>$2) pU%—i—U% (1’2,.%0)
R R R

= /dxn f(-rn) /dxn—l pa%(xnvxn—l) X X /d.Tg paz($4,$3) pa%-i—a%—i—a%(x&xo)
R R R

- / dxn f(xn> / dxn—l Doz (xru xn—l) Ds2 ++oi+o? (xn—h 1'0)
R R

n—1

= / dxy, f(xn) Ps2 462 | 4dodto? (l'ml’o)
R

dz,—1 pgﬁ(znv'xnfl) X X / dxy pag(x%ml) pa% (xla .CL’[))
R

(7)

Das z,, konnen wir auch zu einem y umbenennen und wir erinnern uns an die Definition

zo = 0 und die Definition von ¢? als die Summe der ¢?. Dann haben wir also

R

= / dy f(y) Po2 <y7 O)

R
£ 2y
= fly) e 2 Voro?

R

und das ist identisch mit der rechten Seite von (4). Damit ist das Theorem bewiesen. W

~ n -2k ~
f(y1 + .-+ yn) kH e 202 _ dyp = = / dzx,, f(:(:n) Do2 402 | 4-to2+o? (C(Jn, l’o)
= R

(8)



Der zentrale Grenzwertsatz

Wir betrachten eine Folge von unabhéangigen und identisch verteilten Zufallsvariablen

XlaX27"'7Xn

mit Mittelwert 4 und Varianz o2,

EXi] = pn Vi

V[Xl] = 0'2 V’L
Die X; konnen diskrete Zufallszahlen sein, etwa mit Werten in den natiirlichen Zahlen, oder
auch kontinuierliche Zufallszahlen, mit Werten in R. Machen wir kurz zwei Beispiele, auf die

der zentralen Grenzwertsatz dann angewendet werden kann, bevor wir den Satz dann in der
nachsten Veranstaltung formulieren:

Beispiel 2.2.2: a) Diskrete Verteilung: Eine Zufallsvariable oder Zufallszahl X heisst
Poisson verteilt mit Parameter A, wenn X nur Werte in den natiirlichen Zahlen annehmen
kann, und das mit den folgenden Wahrscheinlichkeiten:

Prob[ X = k] = 2 e = pi(k)
Der Erwartungswert von X ist dann gegeben durch

Z k x Prob[X = k| = Zk x pa(k) UeBlatt3

Und fir die Varianz findet man

VIX] = E[(X 1)?] = E[X? — E[X]?
= ZkQX Prob| X — 2 ZkQXp,\ _ )2 UeBlaws3
k=1

b) Kontinuierliche Verteilung: Eine Zufallsvariable oder Zufallszahl X heisst auf dem
Intervall [a,b] gleichverteilt oder uniform verteilt, wenn X jede reelle Zahl zwischen a und b
mit gleicher Wahrscheinlichkeit annehmen kann!,

Prob[ X € [z,z +dz)] = 7 x(a<z<b)dr = puy(z)ds
Der Erwartungswert von X ist dann gegeben durch

ELY) = JyoxProb[X € [rotda)] = frdvapule) — =

1 falls A = true

Ly ist die Indikator-Funkti ben durch x(A) := .
X ist die Indikator-Funktion gegeben durch x(A) {0 falls A — false



Und fiir die Varianz findet man

VIX] = E[(X-E[X])*] = EX*] - EX)
a+b)? atb)2
= [y a®xProb[ X € [z,x +dx)] — Y5 = [ dra® py(zr) — “HL
— 1 b>—a® _ a’42ab+b?
3 b—a 4

— b2>+ab+a?  a’+2ab+b? _ 4b°+4ab+4a®? 3a%+6ab+3b2

3 4 12 12
_ b2—2abta® _ (b—a)?

12 12

Bemerkung 2.2.3: Fiir den zentralen Grenzwertsatz ist es unerheblich, ob wir diskrete
oder kontinuierliche Zufallsvariablen haben, wir werden nur die folgenden allgemeinen Eigen-
schaften von Erwartungswert und Varianz benutzen:

E[Xi+ -+ X,] = E[Xi] +--- +E[X,] = np

und

VIXi+-+ X = V[Ei X
= Cov | >or i Xi, >opy Xo]
— 22,5:1 Cov[Xk, X ]
X; unaﬁhéngig

Zzzl COV[Xk, Xk]

= ZZ:1V[X’€]

= TLO'2

Dabel erinnern wir uns noch einmal kurz an die Definition der Kovarianz von zwei Zufallsvari-
ablen X und Y:

Cov[X,Y] = E[(X —E[X])(Y — E[Y])]
Fiir unabhéngige Zufallsvariablen X und Y gilt dann
Cov[X,Y] = E[(X —E[X])(Y —E[Y])]

X und Y unabhéngig E[(X—E[X]” X E[(Y—E[Y])}

_ (E[x] - E[X])(E[Y] -E[Y]) = O .



