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week2b: Kapitel 2.1: Erinnerung: Die Normalverteilung und
Gauss’sche Integrale

Definition 2.1.1: Eine Zufallsvariable oder Zufallszahl ¢ heisst normalverteilt mit Mittel-
wert 1 € R und Standardabweichung o > 0, wenn

(z—p)*
Prob[¢ € [z,z+dx)]| = \/2;7 e 27 dx
Die Funktion
1 _ (a—pw)?
p(x,/,b’o-) = \/T7 (& 202

heisst Dichte der Gauss’schen Normalverteilung mit Erwartungswert g und Standardabwei-
chung 0. Ist £ = 0 und o = 1, dann sagt man auch, dass ¢ standard-normalverteilt ist.

Bemerkung 2.1.2: In der R-Software bekommt man diese Funktion mit der folgenden Syn-
tax:

p(z;pu,0) = dnorm(x,mean =y, sd =0)

Der Aufrauf dnorm(x) ohne eine Angabe von mean und sd liefert die Standard-Normal-
verteilung, also

2

dnorm(x) = p(z;p=0,0=1) = \/%Tr e
Dariiber hinaus sind in R ebenfalls die Funktionen
pnorm(x,mean =/, sd =0) = / dnorm(y, mean =y, sd =0) dy
* (w=pm)?
und
gnorm(x, mean =/, sd =0) := pnorm '(x,mean =u,sd =0)

vorimplementiert. Dabei meint pnorm™! die Umkehrfunktion von pnorm, also definiert durch

y=f(z), dann z = f~'(y) = [~ (f(2)).

Die folgenden Integrale treten insbesondere in den Finanzmathematik-Vorlesungen recht
haufig auf.



Theorem 2.1.3 (Gauss’sche Integrale): Es gelten die folgenden Formeln:
a)
[e.e] 7}2

/ e zdr = V2rm

[e.9]

b)

9] )2
€*7< - _dr
B V2mo?

d)

f) Allgemein, fiir eine beliebige natiirliche Zahl n,

/°° N {(n—l)!! falls n gerade

ez G=
00 ver 0 falls n ungerade

mit den Doppel-Fakultaten

(mn—1"N = (n—1)(n—-3)(n—5)---3-1.
g)
> 7:2 1 2
/_Ooe’\"""eaé\;lT’i7r = \%65%, AeR, a>0.

Beweis: a) Mit Polarkoordinaten,

T = TCcosp

= rsing



und

bekommen wir

b) Folgt direkt aus (a) und der Substitution

- d
y:x“:dy:—x
o o

denn

—~

a

= 1.

~

_¥_
2

(&

/ * _e-w? dx 2 dy

e 202 = —
o V2mo? —o0 V2
c,d,e) Offensichtlich sind die Formeln (c),(d) und (e) Spezialfélle von (f),

/oo R {(n—l)!! falls n gerade

0 falls n ungerade

fir den Fall n = 2, n = 3 oder n = 4. Also reicht es, den Teil (f) fiir allgemeines n zu
beweisen:

Beweis f) Mit partieller Integration erhalten wir

> 2 dx o 1 22 dx
/ e 2 = " xxe T ——
oo V2 —oo :7 - 27

Der Exponent hat sich also um 2 reduziert. Das kann man jetzt immer so weiter machen und
bekommt



¥

(
4-2x [* ze 7L if nisodd

> 2 dx
e T = (n—1)(n—3)---
/oo v2m 3-1x [* 1e
\

if n is even

ofis
IS
[}

(4-2><O if n is odd
= n—1)(n-3)--

3-1x1 if niseven
\

0 if n is odd
(n— D! if nis even

und der Teil (f) ist bewiesen.

Beweis g) Wenn wir die Gleichung

Q I~
N

[Comemid L L,
oo 2T Va ’
mit \/« e"wy multiplizieren, bekommen wir

122 [ e —a dz .
Vae @3 ee Y — = 1.
oo V2

Dass das richtig ist, konnen wir wieder mit Teil (a) zeigen, denn

>
nN

oo 2 2 d (o0 2 2 d
122 _qrs ax ot _ A2 ax
\/a/ e a2 6/\$€ o5 = \/a/ e a5 + Az 5
_ NS V2T

. o0 7g(w272gx+%) d.ﬁU
= o e 2 a a2/ ———
\/_/_oo V2T

. &0 73(337 A)Q dx
—= [0 e 2 a _
\/_/_oo Vo

y=z—\/« ee a2 dy
= [0 e 2
\/_/_oo Vo

v=\/ay /oo . dv

(@

Damit ist das Theorem bewiesen. W

Mit dem folgenden Theorem 2.1.4 konnen wir in der nachsten Veranstaltung zeigen, dass die
Summe von n unabhangigen normalverteilten Zufallszahlen selbst wieder normalverteilt ist
(nicht erst im Limes n — 00). Das wird dann ein wesentliches Hilfsmittel sein beim Beweis

des zentralen Grenzwertsatzes.



Theorem 2.1.4: Mit der Notation

T )

plwy) = pme

gilt die folgende Formel:

Jeps(@,y) pe(y, 2)dy = pege(z, 2) .

Beweis: Wir haben
e_%é_é 7(L+L) 2+(£+£)
ps(T, Yoy, 2) = o e e e T
—ﬁ—ﬁ s+t 2 xt+zs
e € 225\/7275 e_ 2st (y —2 s+t y)
TV st
—6—2—22—2 s+t xt+28\2 s+t xt+zs\2
== 62 S\/it 6_251 (y_ s+t ) 625t( s+t )
TV st
_ﬁ_ﬁ (xt+ 5)2
= % _S;s_tt (y_ zziis)Qe 2st(sz+t)
27/ st
_p2( Lt y_,2¢1 xz + +
- # P Crintr ex=y DA Gt exey D e—zsf(y—ziiﬁsf
TV St
2 2
— 5 1/7 672(:+t)72(§+t)+;% 6*52?(11*95355)2
V'S
(1*2)2 s+t xt+2zs8\2
I i ==
= e 2(s+t) g 2st s+t
271'\/3
Damit bekommen wir
1 7(21_2)2 _ s+t (y* zt+zs)2
prs(q;’y)pt(y7z) dy = el e 20+t fRe 2st s+t dy
_(@=2)? +t,2
(z—2)>
— L_ o726t 4/ st
= /e © 27\ o
= ps-&-t(m?Z)

und das Theorem ist bewiesen. W

Bemerkung 2.1.5: Die Formel aus Theorem 2.1.4 ist sehr wichtig fiir die Berechnung von
Erwartungswerten, in denen die Brownsche Bewegung auftritt. Die Brownsche Bewegung ist
unter anderem Bestandteil des Black-Scholes Modells in stetiger Zeit, ein Standard-Modell
in der Finanzmathematik, und Erwartungswerte bekommt man dann beim Berechnen von
Optionspreisen.
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Definition 2.1.6: Das Integral f_zoo e 7 j—% lasst sich nicht durch elementare Funktionen
ausdriicken, man kann es nicht explizit ausintegrieren. Da diese Funktion als kummulierte
Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung natiirlich sehr wichtig ist, bekommt sie
deshalb einen eigenen Buchstaben, meistens ein N (z) oder ein Gross-Phi, also ®(z). In dieser

Veranstaltung wollen wir das N benutzen, also wir definieren

T y2
e~ L
V2T



